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NARAVA ABSTRAKTNEGA MIŠLJENJA 
Filozofski vidiki Descartesovega dela v algebri *

St e p h e n  G aukroger

N ihče n i k zgodn jem u razvoju algebre prispeval toliko ko t Descartes. B ilje  
sposoben  v veliki m eri povezati aritm etiko in geom etrijo, s tem, d a je  pokazal 
n a  n ju n e  m edsebo jne  povezave v izrazih algebraičnega zapisa. T o je  bil dose
žek, k i je  zasenčil njegovo d ru g o  znanstveno delo in Descartes je  bil p rep ri
čan, d a  bi lahko a lgebra  služila ko t m odel za njegova d ru g a  prizadevanja. 
Zvezo m ed  algebro  in  d rug im  znanstvenim  delom  je  Descartes raziskoval, ob 
upoštevanju  vprašanja m etode, v svojem prvem  objavljenem  delu  Razprava o 
metodi kako pravilno voditi razum ter v znanostih iskati resnico, skupaj z optiko, me
teorologijo in geometrijo, ki so zgledi v tej metodi (1637). Kar se nam  tu otipljivo 
ponu ja , je  splošna razprava o m etodi, kateri so pripeti trije zgledi m etode. 
G re za tri zelo uspešne zglede, kajti pri vsakem od  njih n a m je  zagotovljen vsaj 
en  tem eljn i rezultat: sinusni lom ni zakon v Optiki, izračun in eksperim entalna 
p o trd itev  kotov m avričnih lokov v Meteorologiji in rešitev Pappusovega prob le
m a lege za štiri ali več p rem ic v Geometriji. V endar pa bi naredili resno napako, 
če bi v Geometriji videli zgolj ponazoritev m etode. Descartes uspešno obravna
va algebraičn i pristop , ki g a je  razvil v Geometriji, predvsem  ko t izhodišče p ra
vilne m eto d e  in ne zgolj ko t n jen o  ponazoritev. Poleg tega m etodološki vidiki 
a lgebre n a  n o b en  način  ne  izčrpajo zanim anja zanjo, in čeprav se j ih  bom  
do takn il, bo  žarišče te obravnave ležalo drugje.

T ri osnovne tem e, s katerim i se nam eravam  ukvarjati, so: kaj D escarteso
vo delo  v algebri dejansko  pom eni, v čem  je  njegova izvirnost, in kako je  m o
goča aplikacija algebre n a  fizični svet. T oda v osnovi teh tem  leži globlji p ro b 
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lem, nam reč vprašanje abstraktne narave algebre. E na izm ed tem , k ijih  bom  
poskušal razjasniti, je  vprašanje, v čem  je  za D escartesa bistvo te abstraktnosti.

I. Narava Descartesove algebre

Algebra, aritmetika in geometrija

Grki so geom etrijske p roblem e razvrstili n a  bodisi ravninske, n a  p ro b le 
m e prostorskih teles ali n a  linearne, g lede n a  to, ali n jihova rešitev zahteva 
prem ice in krožnice, stožernice oz. bolj kom pleksne krivulje. Evklid se je  omejil 
na  dva postulata: d a je  m ogoče povleči p rem ico  skozi po ljubn i točki, in  d a je  
m ogoče načrtati krožnico, ki im a za središče po lju b n o  točko te r g re skozi 
d rugo  poljubno  dano  točko. V endar je  obseg problem ov, ki j ih  j e  m ogoče 
rešiti zgolj na osnovi teh dveh postulatov zelo om ejen  in  poznejši m atem atik i 
so dodali treÿi postulat; nam reč, da lahko dan i stožec seka d an a  ravnina. G eo
m etrija stožernic, k ije  tem u sledila, je  b ila v antiki po jm ovana k o t težko ra
zumljiva veja m atem atike z malo p rak tičnega pom ena. Aristotel j e  p rep rič lji
vo pokazal, d a je  naravno gibanje teles bodisi p rem o črtn o  (v p rim eru  zem elj
skih teles) bodisi krožno (v p rim eru  nebesn ih  teles) ; tako je  s fizikalnega sta
lišča sledilo, da lahko shajam o brez kom pleksnejših  krivulj: te oč itno  nim ajo  
tem elja v naravi in so zanimive zgolj s stališča m atem atike. V endar je  d o  se
dem najstega stoletja po treba po obravnavi krivulj m im o p rem ice  in  kroga 
postala neodložljiva. Parabolo, po t, k iji sledi projektil, so preučevali v balisti
ki, astronom i pa so se zelo dobro  zavedali dejstva, d a  p laneti in kom eti opisu
je jo  eliptične, parabolične in h ip erb o ličn e  poti. V optiki, k ije  b ila en a  izm ed 
najbolj intenzivno proučevanih področij v naravoslovju sedem najstega sto let
ja , je  bilo p o trebno  pri konstrukciji leč in ogledal vsaj poznavanje stožernic. 
Delo aleksandrijskih matem atikov n a  stožernicah je  bilo nezadovoljivo in m n o 
gi njihovi rezultati so bili prej kot ne  posledica iznajdljivosti -  prej o b ro b n e  
rešitve problem ov kot posledica u p o rab e  kakega splošnega postopka.

N atanko takšen splošen p o sto p ek je  D escartes razvil in uporab il v Geome
triji, razpravi, k ije  im ela revolucionarne posledice za razvoj m atem atike. Geo
metrija obsega tri knjige: prva obravnava »problem e, ki j ih  je  m ogoče kon
struirati zgolj z uporabo  krožnic in prem ic«, d ru g a  se ukvarja z »naravo kri
vulj« in tretja s konstrukcijo problem ov prostorsk ih  in h ip erp ro sto rsk ih  [su
persolid] teles. Kar zadeva tem elje algebre je  prva knjiga najpom em bnejša, in 
posledično se bom  osredotočil prav n a  n jo .1

1 Za popolni pregled Geometrije glej J. F. Scott, The Scientific Work o f René Descartes, Taylor
& Francis, London 1952, poglavja 6-9.
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O b naslovu, ki nam iguje, d a  zadeva le tiste problem e, ki pri svoji kon
strukciji uporab lja jo  prem ice in krivulje, bi bilo m ogoče pričakovati, da  bo 
prva knjiga vsebovala trad ic iona lno  snov, m edtem  ko bosta drugi dve vsebo
vali novejšo. Navsezadnje je  Evklid podal dokaj izčrpno obravnavo p rob le
mov, k ijih  je  m ogoče konstru ira ti sam o z uporabo  prem ice in krožnice. T oda 
dejansko  je  n am en  prve knjige predvsem  prikazati nova algebraična sredstva 
p ri reševanju geom etrijskih  problem ov z uporabo  aritm etičn ih  postopkov, in 
ob ra tno . Z drugim i besedam i, cilj je  pokazati, kako lahko, če o njih  razmišljamo 
v algeb raičn ih  izrazih, kom bin iram o  sredstva obeh  področij.

Geometrija se p rične  z n ep o sred n o  prim erjavo m ed aritm etiko in geom e
trijo  (AT VI 369). Tako ko t so v aritm etiki operacije, k ijih  uporabljam o, sešte
vanje, odštevanje, m noženje , deljenje in iskanje korenov, tako lahko tudi v 
geom etriji vsak p rob lem  zvedem o n a  takega, ki ne zahteva nič drugega kot 
poznavanje dolžin daljic, te r ga v tej obliki lahko rešim o zgolj z uporabo  petih  
a ritm etičn ih  operacij. Descartes potem takem  uvaja aritm etične izraze nep o 
sred n o  v geom etrijo . M oženje je  np r. operacija, ki jo  je  m ogoče izvesti zgolj z 
u p o ra b o  p rem ic (se pravi zgolj z u p orabo  ravnila):

Vzemimo na prim er, d a je  AB enota, in d a je  treba pomnožiti BD z BC;

ni mi treba drugega, kakor da povežem točki A in C in nato povlečem 
vzporednico DE s CA in BE je  produkt tega množenja. (AT VI 370)

Če po d rug i stran i želim o poiskati kvadratni koren , po trebu jem o prem i
ce in  krožnice (torej ravnilo in šestilo):

Če p a je  treba poiskati kvadratni koren od GH, m u dodam  v premi črti 
FG, k ije  enota in razdelim FH na dva enaka dela v točki K, iz središča K

povlečem krog FIH; potem  iz točke G povlečem premo črto do I pravo
kotno na FH, in Gl je  iskani koren. (AT VI 370-1)
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V redno je  om eniti, da  se v p rim eru , k o je  FG po lju b n o  izbrana en o ta , do lžina 
Gl prav lahko izkaže za iracionalno: to  za geom etrijsko konstrukcijo  ni re le 
vantno.

Descartes nadalje pokaže, da  nam  dejansko ni treb a  risati črt, tem več j ih  
lahko označim o s črkam i. Svetuje nam , naj n a  ta nač in  označim o vse daljice, 
tako tiste, katerih dolžino želim o določiti, kakor tud i tiste, ka terih  do lžina je  
znana, in  zatem nadalje, ko t da sm o p rob lem  že rešili, povezujem o daljice 
m ed seboj tako, d a je  m ogoče vsako količino izraziti n a  dva načina. S tem  je  
do ločena enačba in cilj je  poiskati takšno enačbo  za vsako n ezn an o  daljico. V 
p rim erih , ko to ni m ogoče, po ljubno  izberem o daljice z znanim i dolžinam i, 
za vsako neznano  daljico, za katero  n im am o enačbe, in:

če obstaja še vedno več enačb, jih  je  treba uporabiti vsako zapored, bo
disi d a jih  vzamemo posamič ali d a jih  prim eijam o z drugim i, da bi ugo
tovili vsako od neznanih daljic, in tako z razmotavanjem povzročili, da 
bi ostala le ena sama, enaka kakšni drugi znani daljici, katere kvadrat, 
ali kub, ali kavadrat kvadrata, ali peta ali šesta potenca itd. bi bili enaki 
seštevku ali razliki dveh ali ali več količin, od katerih bi bila ena znana, 
druge pa sestavljene iz sorazmerij m ed enoto in tem kvadratom, ali ku
bom, ali kvadratom kvadrata itd., pom noženim i z drugim i znanini dalji
cami. To lahko zapišem na tak način: 

z = b
ali z2 = -az  + b2
ali z3 = az2 + b2z -  c3
ali z4 = az3 -  c?z + d4 itd.

Se pravi, d a je  z, ki gajem ljem  za neznano količino, enak b\ ali kvadrat 
od z je  enak kvadratu od b m inus a pom noženo z z ... In tako je  vedno
mogoče zvesti vse neznane količine na  eno samo, kadar se da problem
konstruirati s krogi in premim i črtami, ali s koničnim i sekcijami, ali celo 
s kakšnimi drugimi črtami, ki so zgolj za stopnjo ali dve bolj sestavljeni.
(AT VI 373-4)

T o je  neobičajen pristop k p rob lem u . A lgebraične enačbe z dvem a nez
nankam a F (x,y) = 0, so bile trad ic ionalno  pojm ovane kot n ed o lo čen e , ker iz 
takšne enačbe ni bilo m ogoče določiti o beh  neznank. K a r je  b ilo  m ogoče 
narediti, j e  b ila zamenjava po ljubno  izbran ih  vrednosti za x  in  n a to  reševanje 
enačbe za y pri vsaki od  teh  vrednosti, kar pa  n a  n o b en  način  n i m oglo  veljati 
za splošno rešitev enačbe. T oda Descartesov p ristop  om ogoča preoblikovanje 
tega postopka v splošno rešitev. Kar m u uspe nared iti, j e  to, d a  vzame x za 
absciso točke in ustrezen y za n jen o  o rd in a to  te r om ogoči sp rem in jan je  nez
nanega х-а. tako, da  vsaki vrednosti x-a ustreza vrednost y-a, ki jo  je  m ogoče
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izračunati iz enačbe. N a ta nač in  končam o z m nožico točk, ki oblikujejo po
p o ln o m a  d o lo čen o  krivuljo, ki zadovoljuje enačbo.

Zgled: Descartesova obravnava Pappusovega problema lege2

T a p ostopek  ponazarja  Descartesova rešitev enega izm ed velikih nereše
n ih  m atem atičn ih  problem ov, ki j ih  je  zapustila antika, Pappusovega proble
m a lege za štiri ali več daljic. Za kaj p ri tem  pravzaprav gre. V p rim eru  proble
m a za tri daljice, so p o d an e  tri daljice in njihove lege, naloga p a je  poiskati 
lego točk, iz k a terih  je  m ogoče načrtati tri nove daljice k prej podanim  dalji
cam  tako, d a  vsaka nova daljica z dano  daljico tvori dani kot, pri čem er je  
p ro d u k t dolžin  dveh daljic k onstan tno  sorazm eren s kvadratom  tretje. Pri 
Pappusovem  p ro b lem u  za štiri daljice so podane štiri daljice in njihove lege, 
poiskati pa  m o ram o  lego točk, iz katerih  lahko k danim  daljicam  načrtam o 
štiri nove daljice tako, d a je  p ro d u k t dolžin dveh nacrtan ih  daljic v konstant
nem  sorazm erju  s p ro d u k to m  preostalih  dveh.

V antiki j e  bilo  znano, d a je  lega v vsakem prim eru stožernica, ki gre skozi 
p resečišča daljic, v endar ni bil razvit noben  splošen postopek za rešitev dane
ga p rob lem a. Descartesova obravnava naloge je  algebraična in popolnom a 
splošna, om ogoča nam , da izrazim o odnose m ed daljicami z uporabo  zgolj 
dveh sprem enljivk. Njegov pristop  je  v tem , da  pokaže, kako je  m ogoče prob
lem , eksplicitno rešen  za p rim er štirih daljic, vendar na  način , ki g a je  teore
tično m ogoče posplošiti n a  n  daljic, zvesti na problem , pri katerem  je  vse, kar 
m oram o  vedeti, le dolžine do lo čen ih  daljic. Te daljice so kood inatne osi, dol
žine pa  nam  podajajo  abscise in  o rd inate  točk. Problem  štirih daljic je  prika
zan n a  naslednji nač in  (AT VI 382-7):

2 Bralci, katerim  se zdi m atem atika v nadaljevanju pretežka, lahko to poglavje izpustijo.
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Na sliki so polno  prikazane tiste daljice, ki so p o d an e  in č rtk an o  tiste, ki 
j ih  iščemo. Descartes vzame AB in BC za osnovni daljici te r nadalju je  tako, da 
vse ostale z njim a postavi v odnos. N juni dolžini sta x  te r y in  AB v resnici 
predstavlja »-os, BC pa ;y-os; m om ent, k i je  v Descartesovem  d iag ram u  zastrt 
ob dejstvu, da AB in BC nista prikazani p ravoko tno  d ru g a  n a  d ru g o  (ker b i to 
zakrilo razm erja). Zdaj so koti triko tn ika ABR dani, tako d a je  razm erje AB:BR 
znano. Če to razm erje pišem o ko t f , po tem  velja BR = -y in  CR = y + -y (kjer 
točka B leži m ed C in R). Koti triko tn ika  DRC so prav tako znani, in  če raz
m erje CR:CD označim o z f , velja CR = y + -y in CD = -y- +  . N adalje, ker so
lege AB, AD in EF določene, je  k, ko t do lžina AE, s tem  podana ; torej EB = k + 
X (kjer A leži m ed E in B). Koti triko tn ika  ESB so prav tako dani, s tem  p a je  
dano  tud i razm eije BE:BS. Če zaznam ujem o to razm erje z jr , dob im o  BS = 
tlk+zJx in  CS = +сШ+‘!\ (g  |e jj  me(j S in C ) . Koti triko tn ika  FSC so dan i, zato

poznam o razm erje CS:CF. Če ga zapišem o ko t j , dob im o  CF = t'-v+t/t*+tfeA č e
l označuje dano dolžino AB, velja BG = / -  x, če znano  v rednost razm erja  
BG.BT v trikotniku BGT označim o z - j , po tem  BT = ^  in  CT = — , in
če razm erje CT:CH v trikotniku T C H  pišem o k o t S- , velja CH = — .

Ne glede na  to, koliko daljic z d an o  lego im am o, je  m ogoče dolžino  dalji
ce, ki po teka skozi točko C in oklepa s tem i daljicam i dane  kote, vedno izraziti 
s trem i izrazi oblike ax+ by+ c. Za tri izm ed štirih  p o d an ih  daljic j e  d o b ljen a  
enačba kvadratna enačba, kar pom eni, da  lahko za vsako znano  v red n o st y-a, 
vrednosti x-а določim o zgolj z u p o rab o  ravnila te r šestila; dovolj veliko število 
vrednosti nam  om ogoča slediti krivulji, n a  kateri m o ra  ležati točka C. Za p ro b 
lem  s petim i ali šestimi daljicam i je  enačba kubična, p ri sedm ih  ali osm ih 
daljicah je  enačba četrtega reda, z devetim i ali desetim i petega in  tako naprej; 
red  enačbe se poveča za ena z vsakima dvem a novim a daljicam a.

Descartesov napredek onstran meja stare matematike

TL rešitvijo Pappusovega p rob lem a je  Descartes rešil en eg a  izm ed najtež
jih  problem ov, ki j ih  je  zapustila stara  m atem atika, in rešil g a je  n a  p rep rost, 
eleganten  način, z m ožnosjo posplošitve. S tem  je  razvil tehn iko , ki precej 
presega tiste, ki so se uporabljale v antiki.

V drugi knjigi Geometrije Descartes nadaljuje obravnavo Pappusovega p ro b 
lem a lege za tri ali štiri daljice s tem , da  razločuje krivulje, ki ustrezajo  enač
bam  drugega reda, nam reč elipso, h ip erb o lo  in  parabolo . T a obravnava je  
precej izčrpna, vendar Descartes upošteva le zelo m alo prim erov, ki ustrezajo 
kubičnim  enačbam , zatrjujoč (nekoliko optim istično, ko t s e je  p okazalo )3 da  
njegova m etoda kaže, kako naj bi le-te obravnavali. Njegova sp lošna razvrsti
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tev krivulj in zlasti opustitev tran scen d en tn ih  krivulj je  izzvala veliko razprav,4 
v en d ar nas tu  n e  bo zanim ala. Kljub tem u je  nem ara  vredno om eniti, d a je  
Descartesova m etoda načrtovanja tangente na  krivuljo dobila nov pom en z raz
vojem [diferencialnega] računa (h katerem u sam ni neposredno  prispeval), saj 
predstavlja ekvivalent k iskanju nagiba krivulje v vsaki točki, k a r je  oblika odva
jan ja . K ončno Descartes v tretji knjigi obravnava problem e prostorskih in hi- 
perprostorsk ih  teles. To predstavlja pom em ben napredek  v primerjavi z alek
sandrijskim i m atem atiki, ki so le z odporom  priznavali uporabo  krivulj, ki niso 
bile prem ice ali krožnice, kategorije problem ov prostorskih teles pa niso nikoli 
sistem atično premislili. Tukaj Descartes razširja svojo algebraično analizo daleč 
p rek  in teresov an tičn ih  m atem atikov. Najbolj osupljiva značilnost njegovega 
p r is to p a je  v tem , d a je  za oh ran itev  splošnosti svoje struk turalne analize enač
be pripravljen  dopustiti n e  le negativne korene, temveč tudi im aginarne ko
ren e , kljub sicer intuiciji p o p o ln o m a nasprotujoči naravi le-teh. Da bi lahko 
zapopadli, kako rad ika lno  je  to, kar počne, m oram o najprej povedati nekaj 
več o naravi algebre in D escartesovem  m estu v n jenem  razvoju.

II. Izvirnost Descartesovega pristopa

Geometrijska algebra

Značilna poteza a lg eb re je  n jena abstraktnost. Obsega m atem atične struk
tu re , d efin iran e  v p o p o ln o m a operativnih  in relacijskih izrazih, brez vsake 
om ejitve g lede n a  lastnosti operandov. N atančno rečeno, n im a nikakršne last
n e  vsebine, tem več p ridob i vsebino le skozi interpretacijo . Tako razmišljamo 
o algebri danes, v endar n i bila vedno pojm ovana na tako abstrakten način; 
razlikujem o lahko dve ključni stopnji v n jenem  razvoju: osvobajanje števila od 
p rostorske in tu icije te r osvoboditev same algebre od izključno num erične in
terp retacije . K razvoju prve j e  v veliki m eri prispeval Descartes. V endar pa 
izvirnost D escartesovega algebraičnega pristopa ni vedno cenjena. Se skoraj 
do  nedavnega je  veljalo, da  so Grki obvladali »geom etrijsko algebro«, to je  
postopek  ukvarjanja s p ristno  algebraičnim i problem i, k i je  zaradi krize, na
stale s pitagorejskim  odkritjem  linearne inkom enzurabilnosti, rezultirala v 
geom etrijski form ulaciji in  razrešitvi teh problem ov. Dokazovalo se je , d a je  
b ila ta geom etrijska algebra pozneje ponovno odkrita, v delih  Descartesa in

3 Glej Grosholz, »Descartes’ Unification of Algebra and Geometry«, v: S. Gaukroger 
(ur.), Descartes, Philosophy, Mathematics, and Physics, Harvester, Sussex 1980, str. 156-168.

4 Glej predvsem J. Vuillemin, Mathématiques et métaphysique chez Descartes, PUF, Pariz 
1960, “1987.
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drugih  je  izgubila svoj geom etrijskijezik  in tako postala bolj splošna. S porno  
je , ali lahko  geom etrijske form ulacije in  rešitve do lo čen ih  vrst m atem atičn ih  
problem ov pri Grkih tolm ačim o kot algebro  v geom etrijsk i p reob lek i. Ni m o
goče zanikati, d a je  npr. pri Evklidu m nogo  m atem atičn ih  izjav, za k atere  
zlahka najdem o ekvivalentne algebraične rezultate. Se več, m nogim  izjavam 
iz druge knjige Evklidovih Elementov j e  m ogoče poiskati zelo n ep o sred n o  al
gebraično in terpretacijo , m edtem  ko so bile vedno  opazne težave z njihovo 
čisto geom etrijsko in terpretacijo . V ideti je  navsezadnje, kakor d a je  bila geo
m etrijska algebra natanko  tisto, k a r je  predstavljalo odgovor n a  krizo v m ate
matiki, sproženo z odkritjem  linearne  inkom enzurab ilnosti, z odkritjem , ki 
m u razpoložljivi aritm etični postopki niso bili kos.

Dvomi v takšno vrsto in terpretacij so dejansko obstajali vse od  tridesetih  
le t dvajsetega stoletja, toda šele p re d  nedavnim  s e je  začelo v sp lošnem  priz
navati, d a je  nekaj narobe s pogledom  geom etrijske algebre. Jaco b  Klein je  
npr. v svojem pionirskem  delu o zgodnjem  razvoju algebre pokazal, d a  so bile 
po treb n e  zelo radikalne sprem em be v k o n cep tu  števila, p re d n o  je  algebra 
postala m ožna, ter da te niso bile realizirane vse do  Vietajevega de la  ob koncu  
šestnajstega stoletja.5 Drugič je  zdaj očitno , d a je  bila pitagorejska geom etrija  
ploskev, k ije  bila sicer daleč od tega, d a  bi bila geom etrijska algebra, posveče
na reševanju problem a inkom enzurabilnosti, v resnici nam en jena ukinitvi tega, 
k a r je  veljalo za nerešljiv p ro b le m .T re tj ič  im ajo vse izjave iz Evklidovih Ele
mentov v resnici geom etrijske in te rp re tac ije7 in v številnih p rim erih  j ih  n jih o 
va algebraična predstavitev p rep rosto  trivializira.s V erjam em , d a je  sklep, ki 
ga m oram o iz tega izpeljati, da p rep rosto  ni n o b en ih  dokazov, ki bi podp ira li 
tradicionalno trditev, da  so grški m atem atik i operirali s kakršno koli p ristno  
algebraično idejo, zavestno ali kako drugače.

V endar reči, da Grki niso operirali z geom etrijsko algebro, ne  pom eni, 
da  geom etrija ni igrala pom em bne vloge v grški aritm etiki. D ejansko je  igrala 
zelo pom em bno vlogo, toda vlogo prav n asp ro tn o  trad ic ionaln i in te rp re tac i
ji, ker je  prej zmanjšala kot pa povečala abstrak tnost aritm etike. R azum evanje 
te vloge je  pom em bno, če naj p o p o ln o m a ovrednotim o izvirnost D escarteso
ve algebre; njegov pristop je  sm iselno prim erja ti z zelo vplivno obravnavo šte
vila, ki jo  j e  ponudil Aristotel v svoji Metafiziki?

5 J. Klein, Greek Mathematical Thought and the Origin of Algebra, MIT Press, Cam bridge, 
Mass. 1968.

e A. Szabo, The Beginnings of Greek Mathematics, Reidel, D ordrecht 1978, predvsem dodatek.
7 Glej predvsem razpravo o petem  izreku iz druge knjige Elementov, ibid., str. 332-353.
8 S. U nguru, »On the need to rewrite the history of G reek mathem atics«, v: Archive for  

History ofExact ScirencesXV (1975-6), str. 67-114.
!l Kar sledi, je  izpeljano iz S. Gaukroger, »Aristotle on intelligible m atter«, v: Phronesis 

XXV (1980), str. 187-97, kjer je  mogoče najti veliko popolnejšo obravnavo.
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Aristotelovo pojmovanje: število, materija in prostor

Za A ristotela so m atem atičn i p redm eti m aterialni, in to njihovo m aterijo 
im enu je  »noetična m aterija«. M atem atikaje  za Aristotela odlikovana z dejs
tvom, d a  se n jen i p red m eti ne  sprem injajo in nim ajo neodvisne eksistence. Ti 
p red m e ti so noetičn i, v naspro tju  s čutnim i, do  njih pa pridem o skozi abstra
h iran je  o d  »čutnih« števil in oblik, se pravi števil in oblik ču tn ih  predm etov. 
Č u tn e  p red m e te  tvori ču tn a  m aterija, Aristotel pa m eni, da  m orajo biti m ate
m atičn i p red m eti nare jen i iz noetične  m aterije. Ta nauk privzema, ker verja
m e, d a  so števila te r oblike lastnosti, in da m orajo biti lastnosti vedno nečem u 
vpisane. Č u tna števila in  oblike so uprim erjene v čutni m ateriji, toda noetična 
števila in  oblike to ne  m orejo  biti, ker so zgolj predm eti mišljenja; kljub tem u, 
ker so lastnosti, m orajo biti v nečem  uprim erjene in tako Aristotel odkrije novo 
obliko čisto abstraktne m aterije, v kateri so uprim erjena števila in oblike.

Aristotel v p rim eru  geom etrije uporablja dve različni vrsti abstrakcije. Prva 
vključuje neupoštevanje m aterije  ču tn ih  predm etov, tako da nam  ostanejo le 
lastnosti ko t »biti trikoten« in »biti okrogel«. G eom etrija raziskuje »biti okro
gel« v zelo splošnih  izrazih ko t obliko česarkoli, k a r je , najbolj splošno reče
no , okroglo. In  karkoli je , najbolj splošno rečeno, okroglo, je  nekaj, do česar 
p rid em o  s k o m p lem en tarn im  načinom  abstrakcije, pri kateri p rezrem o last
nosti ču tn ih  objektov, tako da postane p redm et raziskave tisto, kar im a te 
lastnosti. T ako nam  p reostane podlaga nedoločene razsežnosti [ideterm ina- 
te ex ten sio n ], do ločen  zgolj v izrazih prostorskih dimenzij: dolžine, širine in 
g lobine. To abstrakcijo  je  m ogoče peljati naprej, s čim er dobim o ravnine ter 
nazadn je p rem ice in točke, p ri čem er im a vsaka od teh podlag  različno di
m enzijo. Te pod lage n e  m orejo  n iti biti čutne, ker so bile o ropane  lastnosti, 
ki bi j ih  prikazale ko t ču tne , niti n e  m orejo im eti neodvisne eksistence, saj so 
sam o abstrakcije in so to, kar A ristotel im enuje noetična m aterija..

A ristotel pravzaprav isto trd i o  številih, kar p a je  bolj p roblem atično. Geo
m etrijsko n o etičn o  m aterijo  si lahko  predstavljamo kot p rostore z eno, dvem a 
ali trem i d im enzijam i, toda kako naj si predstavljam o noetično  m aterijo  števi
la? O dgovor je : n a  prib ližno  enak  način -  pod  pogojem  d a  upoštevam o, da v 
grški m atem atik i, za razliko od  geom etrije, ki o p eriraš  prem icam i, aritm etika 
o p erira  z njihovim i dolžinami'' (ali površinam i oz. prostorn inam i). Razlika je  
izjem nega pom ena, česar s e je  A ristotel dobro  zavedal. Dolžino daljice, do
k ler j e  le-ta d o ločene  dolžine, j e  m ogoče razum eti ko t po tencia lno  deljivo v 
d isk o n tin u iran e  dele, se pravi, v do ločeno  mnoštvo enotskih dolžin. Sele z

* Izraz za premico z določeno dolžino (na obeh straneh omejeno premico) je  v sloven
skem jeziku daljica, m edtem  ko se v angleščini za oboje uporablja line oz. straight line. (Op. 
prev.)

N a r a v a  a b s t r a k t n e g a  m iš l je n ja

1 6 5



S t e p h e n  G a u k r o g e r

obravnavanjem  npr. dolžine stopala kot nedeljive dolžine, lahko  to  do lžino  
obravnavam o kot enotsko, kot m ero  d ru g ih  dolžin (prim erjaj prvo knjigo A ri
stotelove Metafizike). In v tem  p rim eru  dolžina daljice postane dejansko  isto 
kot število, ki ga Aristotel defin ira  ko t m noštvo m erjen o  z en o to  oz. »enim «. 
O srednja razlika m ed aritm etiko in geom etrijo  leži v dejstvu, d a  se prva ukvar
ja  z d iskontinuiranim i, d ruga pa z kon tin u iran im i velikostmi. P rem ica razum 
ljena p reprosto  kot p rem ica vstopi v sfero geom etrije  zato, ker j e  nesk o n čn o  
deljiva in  im a potem takem  k o n tin u iran o  velikost, to d a  razum ljena ko t enot- 
ska dolžina ali vsota enotskih dolžin vstopa n a  področ je  aritm etike.

V izrazih te razlike lahko jasn o  vidim o kaj pom en i aritm etika  v A risto telo
vem pojmovanju: je  m etrična geom etrija. Č eprav nikoli eksplicitno n e  om e
nja m etrične geom etrije, njegova aritm etična term ino log ija  -  linearna, plo
skovna in prostorskaštevila., merjena stevila, faktorji, ki merijo p ro d u k te  pri m n o 
ženju -  konsistentno nakazuje, d a  g re  za pojm ovanje aritm etike, ki m u je  bilo 
sam oum evno. M etrična geom etrija j e  v resnici bistveno aritm etičn a  discipli
na, skupna vsem starim  m atem atikom  od  starobabilonskega o b d o b ja  do  alek- 
sandrijcev.10 V pričujočem  kontekstu  n jen  p o m en  leži v dejstvu, d a  se kljub 
ukvarjanju s prem icam i, ravninam i itn ., ukvarja z njim i ne  qua p rem icam i in 
ravninam i, temveč qua enotskim i dolžinam i in enotskim i površinam i oz. vso
tami ali p roduk ti takšnih enotskih  dolžin in  površin. A ristotel v svojih delih  
vseskozi govori o številih v eni dim enziji, ravninskih številih in  p rosto rsk ih  
številih te r nikoli ne vpelje ideje geom etrične predstave števil. D ejansko tud i 
noben  grški ali aleksandrijski avtor ne  govori o številih, predstav ljen ih  geo
m etrijsko. Poučno na tem  m estu je ,  da  so aritm etične izjave v Evklidovih Ele
mentih, ki sestavljajo knjige od VII do  IX, eksplicitno  izražene v te rm in ih  do l
žin daljic, kot da bi števila bila dolžine daljic. In  n a tan čn o  to tud i so.

Aristotel ni bil v m atem atiki nikoli inovator. Ni nam eraval razviti nove 
oblike m atem atike, temveč zagotoviti pravo filozofsko osnovo za m atem atiko  
njegovega časa. To, čem ur zagotavlja osnovo v p rim eru  aritm etike, ni oblika 
aritm etike, k ije  zaradi svoje u tem eljenosti v geom etrijski algebri posebej ab
straktna in splošna, temveč predvsem  oblika aritm etike, k ije  zaradi u tem elje
nosti n a  izrazih m etrične geom etrije, odvisna od  p rostorsk ih  predstav, i n j e  
posledično resno om ejena. V zem im o npr. aritm etičn o  operacijo  m nožen ja  
in posebej sprem em bo dim enzije, k ijo  vključuje ta operacija, te r se pojavlja v 
p roduk tu , ki im a vedno višjo dim enzijo. T o ni om ejen o st zapisa; n o tran je  je  
povezana z idejo, da  so števila za grške m atem atike vedno  števila nečesa. Posle
dica tega je , da  m oram o, ko m nožim o, m nožiti števila nečesa: ne  m orem o

10 O zgodnjem razvoju m etrične geom etrije glej W. R. Knorr, The Evolution of the Eucli
dean Elements, Reidel, D ordrecht 1975, str. 170. si.
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n p r. m nožiti dva k ra t tri, vedno  m oram o m nožiti dva nečesa k ra t tri nečesa. V 
tem  sm islu je  Klein pri G rkih števila imenoval »determ inirana«. Ne simbolizi
ra jo  sp lošn ih  velikosti, tem več vedno določajo mnoštvo p redm etov .11 Poleg 
tega v a ritm etičn ih  operacijah  niso ohran jen i samo dimenzijski vidiki, temveč 
tud i fizična in  in tu itivna narava teh  dim enzij, tako da  npr. n i m ogoče zmnoži- 
ti m ed  seboj več ko t treh  dolžin, ker je  nastali p roduk t prostorsko telo, ki 
izčrpa število razpoložljivih d im enzij.12

Kartezijanska algebra in abstrakcija

D escartes eksplicitno n asp ro tu je  tem u prostorskem u pojm ovanju. Na za
četku  Geometrije, po tem  ko nam  je  pokazal geom etrijske postopke za m nože
n je in iskanje kvadratn ih  korenov, vpelje posam ezne črke, d a  bi označil dolži
ne  daljic. T o d a  njegova in terp re tac ija  teh č rk je  pom enljivo d rugačna od tra
d ic ionalne in terp re tacije . Če je  po tradicionalni in terpretaciji a dolžina dalji
ce, je  a2 kvadrat s stranicam i dolžine a, ab je  pravokotnik, ki im a stranice dol
žine a in  b, o' p a je  kocka z dolžinam i stranic a. V endar pa so po  Descartesovi 
in terp re tac iji vse te količine dim enzijsko hom ogene:

O pozoriti je tudi treba, da se morajo vsi deli ene in iste črte praviloma 
izraziti z enako razsežnostmi tako eni kot drugi, m edtem  ko enota v 
problem u sploh ni določena: tako a3 vsebuje toliko razsežnosti kot ab2 
ali b3, ki so sestavni deli črte, ki sem jo  imenoval \Jva3 -  b3 + ab2 (AT VI 
371)

T u je  prem estitev  m ed  aritm etiko  in geom etrijo  nekaj, kar podp ira  abstrahi
ran je  operacij, n e  nekaj, kar njihovo abstrakcijo om ejuje, ko t p ri starih poj
m ovanjih. O dločilno  je  vprašanje ravni abstrakcije. Pri an tičnih  m atem atikih 
je  n ek d o  lahko  trdil, d a je  rešil m atem atični p roblem  le, če je  bil sposoben 
konstru ira ti ali izračunati do ločen  lik ali število. Se več, ed ina števila, ki so bila 
d o p u stn a  k o t rešitve, so b ila naravna števila: negativna števila so bila še pose
bej »nem ogoča« števila. R esje , da se proti koncu aleksandrijskega obdobja, 
najbolj opazno  v D iofantovi Aritmetiki, pojavljajo iskanja problem ov in rešitev, 
povezanih s splošnim i velikostmi, vendar iz teh  postopkov nikoli ni nastalo 
nič d ru g eg a  razen pom ožn ih  teh n ik  v stanju p red  končno stopnjo, ko se dolo
čeno  število izračuna. D escartes tem u pogledu eksplicitno naspro tu je  in vpra-

11 J. Klein, op. cit., str. 133 sl.
12 Edina izjema k tej omejitvi pri m noženju se pojavlja v relativno poznem  aleksandrij

skem delu, Heronovi Metrica I 8, kjer sta dva kvadrata, se pravi, površini zmnoženi m ed 
seboj.
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vilu XVI, m ed Pravili kako naravnavati umske zmožnosti, z zelo jasn im i izrazi 
pojasnjuje nasproÿe m ed njegovim in trad ic ionaln im  pristopom :

Da bi vse to jasneje razumeli, je  treba biti najprej pozoren na to, da so 
aritmetiki označili posamične velikosti z več enotam i oziroma z nekim  
številom, mi pa, nasprotno, tu nič manj ne abstrahiram o od samih šte
vil, kot <smo> malo prej <abstrahirali> od geometrijskih likov, ali česar
koli drugega. To delamo zato, da bi se izognili razvlečenosti dolgega in 
nepotrebnega računanja, predvsem pa, da bi deli v obravnavi, ki sodijo 
k naravi problema, ostali vedno razločeni in ne bi bili zakriti z nekorist
nimi števili. Če npr. iščemo hipotenuzo pravokotnega triko tn ika, kate
rega dani stranici sta 9 in 12, bo aritm etik rekel, d a je  ta v лЈ225 ozirom a 
15, mi pa bomo namesto 9 in 12 napisali e in  i  in odkrili, d a je  hipote- 
nuza v л[а2 + b2. Tako bosta tista dva dela, a2 in b2, ki sta bila spojena v 
številu, ostala razločena. ... Mi, ki iščemo jasno  in razločno spoznanje 
stvari, vse te stvari razločujemo, <tega> pa ne <delajo> aritmetiki, ki so 
zadovoljni, če pridejo do iskanega rezultata, četudi ne opazijo, kako je  
ta odvisen od tistega, k a r je  dano; to p a je  pravzaprav prava znanost.
(AT X 455-6, 458)

Za Descartesa je  ukvarjanje s splošnim i velikostm i konstitu tivno za m atem a
tično obravnavo. N obenih  števil ali likov ne ocenju je  za »nem ogoče« n a  in tu i
tivni osnovi. Dejanskoi rade volje sprejm e čisto algebraične om ejitve, ki zah te
vajo takšno razširitev »števila«, da  n e  bi vsebovalo zgolj celih  števil, pač pa tudi 
ulom ke in iracionalna števila. S tru k tu ra ln a  analiza enačbe g a je  p ripelja la  do 
tega, d a je  sprejel negativne in im aginarne ko rene. T u je  naša in tu ic ija  g lede 
tega, kaj so števila, žrtvovana struk tu raln i definiciji števila, k i jo  p redp isu je  
algebra.

V tem  pogledu Descartes odp ira  razvoj, v katerem  se zbirka predm etov , 
ki sodijo v kategorijo »števila«, razširja in  u trju je, m ed tem  ko se povečuje splo- 
šnost algebre in n jena pravila operacij defin ira jo  ko t števila nove vrste b itn o 
sti. K otje  pokazal K neale,,s je  bil odnos m atem atikov do  razširjanja ideje šte
vila, vse do  vpeljave kom pleksnih števil in vključno z njo, nereflek tiran . O h ra 
nitev splošnih pravil algebre je  od  n jih  zahtevala vpeljavo novih oblik  b itnosti, 
katere so bili prisiljeni sprejeti, da bi rešili p rob lem e, zastavljene n a  zgodnejši 
stopnji, vendar si niso zastavljali n ikakršnih  splošnih  vprašanj g lede tega po 
stopka. Položaj se je  sprem enil v poznih  tridesetih  in zgodnjih  štiridesetih  
letih devetnajstega stoletja. Najprej so Peacocke, G regory in  de M organ p riče
li dojem ati algebro v tako abstrak tn ih  m atem atičn ih  izrazih, da k o t operandih

13 W. Kneale in M. Kneale, The Development of Logic, O xford University Press, Oxford 
1962, str. 390 sl.
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n jen ih  operacijah  sploh niso več nu jno  nastopala števila. Zatem  se je  H am il
ton  začel ukvarjati z algebro  h iperkom pleksnih  števil, katera, ker so defin ira
n a  z a lgebraičnim i operacijam i, ne  zadovoljujejo vseh pravil, ki veljajo za kom 
pleksna števila. T i dve obliki razvoja sta nakazovali, d a je  algebra lahko splo
šnejša, ko t s e je  mislilo. V tem  kontekstu  s ije  bil George Boole, v očeh m nogih 
utem eljite lj sodobne fo rm alne logike, sposoben zamisliti abstraktni račun  za 
logiko. K o je  pokazal, kako je  m ogoče zakone algebre form alno izraziti brez 
in te rp re tac ije  in  kako zakoni, ki veljajo za števila do  kom pleksnih števil, ne 
veljajo n u jn o  vsi skupaj v vsakem algebraičnem  sistemu, je  lahko nadaljeval z 
razvojem  om ejene  algebre, k i je  predstavljala operacije trad ic ionalne silogi- 
stike.

O svobojena svoje izključno num erične  in terpretacije j e  algebra postane 
veliko m očnejša priprava, n jen a  aplikacija v logiki p a jo  je  n eposredno  peljala 
k najbolj tem eljn im  vprašanjem . Takšen razvoj predstavlja nadaljevanje Des
cartesovega de la  v algebri, vendar j e  to nadaljevanje tuje Descartesovem u pri
stopu. D a bi razum eli, zakaj je  tako, m oram o pogledati, kaj Descartes šteje za 
m etodo loško  posebnost algebre.

Algebra, dedukcija in kartezijanska »analiza«14

Descartes k o t sm o videli trdi, da  m edtem , ko so se zgodnji m atem atiki 
ukvarjali izključno z izračunavanjem  določenih  num eričn ih  rešitev enačb, on 
sam  abstrah ira  iz števil, ker ga zanim ajo struk tu rne značilnosti sam ih enačb. 
N a tem  m estu je  zdaj m ogoče povleči neposredno  analogijo z logiko. Če naj o 
logiki razm išljam o v algebraičnih izrazih, tako kot Descartes razmišlja algebraič
n o  o aritm etiki, m oram o abstrahirati iz delnih resnic (tako ko t Descartes abstra
h ira  iz posam eznih števil) in raziskati odnos m ed resnicami neodvisno od njiho
ve vsebine, v abstraktnih  strukturaln ih  izrazih. Toda ta prem ik k višjemu nivoju 
abstrakcije, ki se ga bežno dotakne Leibniz, in k ije  konstitutiven za m oderno  
logiko in filozofijo m atem atike, je  bil Descartesu popolnom a tuj. Descartes ni 
videl m ožnosti razlage logike kot podaljška njegovih algebraičnih tehnik, ker je  
dojem al logiko (k ije  bila zanj aristotelovska silogistika) ko t odvečno m etodo 
predstavitve že doseženih  rezultatov, m edtem  k o je  za algebro m enil, d a je  ne
kaj p o po lnom a drugega, nam reč m etoda odkrivanja novih rezultatov. Vpraša
nje m e to d e je  bilo obravnavano drugje v tem besedilu, kljub tem u nekaj besed 
o  specifični povezavi z algeb ro  n a  tem m estu ne bi bilo odveč.

14 Za podrobno  razpravo o tem ah, izpostavljenih v tem poglavju, glej S. Gaukroger, 
Cartesian Logic, O xford University Press, Oxford 1989.
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Ko Descartes v pravilu IV iz Pravil, kako naravnavati umske zmožnosti, raz
pravlja o potreb i po ‘m etodi odkrivanja resn ice’, u sm erja  svojo p o zo rn o st k 
m atem atiki. Pove nam , da  m u je  bila m atem atika, ko jo  j e  prvič štud iral, neza
dovoljiva. Čeprav so rezultati, ki so jih  dobili m atem atik i resn ičn i, niso poja
snili, kako so prišli do rezultatov in v veliko p rim erih  kaže, kakor d a  g re bolj 
za srečo kot za veščino. Dokaj razum ljivo so m nogi zaradi tega m atem atiko  
zavrnili k o t prazno in otročjo. V endar pa  so začetniki filozofije v an tik i posta
vili m atem atiko za prvi pogoj proučevanja m odrosti. T o je  navedlo  D escartesa 
na misel, da so m orali im eti »m atem atiko, kaj različno od  tiste, k i jo  uče za 
naših dni« (AT X 376; slov. prev.* str. 120) in skušal j e  najti sledi te »resnične 
m atem atike« v pisanju Pappusa in D iofanta. T o d a  o m en jen a  avtorja sta se 
bala, »»da bi n ju n a  m atem atika izgubila kaj ugleda, ko bi se zaradi lahko te  in 
enostavnosti razširila m ed vse ljudi, in  sta se zato odločila, d a  nam  nam esto  
nje prikažeta ko t sadove svoje um etnosti nekaj steriln ih  resnic, s trogo  d ed u c i
ran ih  že iz zaključkov <njune prave m etode>.« (AT X 376-7; slov. prev., str. 
121- 122).

U m etnost raziskovanja, za katero  je  D escartes verjel, d a jo  j e  ponovno  
odkril, j e  to  kar im enuje »analiza«. V antiki sta bili analiza in sinteza kom le- 
m en ta rn a  postopka in  Pappus je  razlikoval dve vrsti analize: » teo re tično  ana
lizo«, p ri kateri poskušam o dokazati resn ico  teo rem a  in » p ro b lem atičn o  
analizo«, pri kateri poskušam o odkriti nekaj neznanega. Če so ti postopki 
uspešno dokončani, m oram o naše rezu lta te  na to  po trd iti s sredstvi sinteze, 
pri čem er začnem o iz definicij, aksiom ov in pravil te r naše rezu ltate  d ed u c ira 
m o izključno iz njih. A ntični m atem atičn i teksti, ki so se ukvarjali s strogim  
dokazovanjem , so predstavili zgolj sin te tične dokaze. Descartes n a red i dvoje: 
učinkovito omeji »analizo« na problem sko analizo in p o p o ln o m a zavrne p o 
trebo po sintezi. Slednje postane očitno  takoj, ko si bežno  pog ledam o Geome
trijo. T radicionalni seznami definicij, postulatov itn. so p o p o ln o m a odso tn i in 
takoj sm o soočeni s tehnikam i reševanja problem ov. Za D escartesa je  cilj te 
vaje, cilj, ki ga, kot verjame, lahko om ogoči n a  sistem atičen način  le algebra, 
reševanje problem ov. K oje en k ra t p rob lem  re še n ,je  za D escartesa predstavi
tev rezultatov v sin tetičnih  izrazih p o p o ln o m a odveč. Splošneje rečeno , to 
pom eni zavračanje vrednosti deduktivnega sklepanja v m atem atiki.

T o je  eden  izm ed najbolj p rob lem atičn ih  delov D escartesovega pojm ova
nja algebre in v tej zadevi se razhaja ne  le z m o d ern im i m atem atik i, temveč 
tudi s svojimi sodobniki. Vir p rob lem a se po  njegovem  m n en ju  n ah a ja  v tem ,

* René Descartes, Razprava o metodi kako pravilno voditi razum ter v znanostih iskati resnico; 
Pravila kako naravnavati umske zmožnosti, prevedel Boris Furlan, Slovenska matica, Ljublja
na 1957. (Op. prev.)
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d a  deduktivn i sklep ne  m ore im eti nikakršne spoznavne vrednosti in ne m ore 
igrati n o b en e  vloge v razvoju vednosti. Leibniz je  bil prvi filozof, ki s e je  v 
celo ti odzval n a  ta pogled; pokazal je , da v tem , ko so lahko analize koristne 
ko t način reševanja posam eznih problem ov, pa v sintetični oz. deduktivni pred
stavitvi rezultatov v m atem atik i sprožim o sistem atično strukturiranje in Širitev 
vednosti, ki om ogoča prepoznavanje, natančno  identifikacijo in razrešitev za
gat, težav, pom anjkljivosti itn.

K akorkoli, p rob lem  je  globok in m nogo filozofovje postavilo pod  vprašaj 
položaj dedukcije . Sekst Em pirik, eden  najpom em bnejših an tičnih  skeptikov, 
j e  nasp ro ti deduk tivnem u sklepu ponudil naslednji b istroum en argum en t.15 
P rim erjajm o nasledn ja sklepa:

A B
(1) Ce je  dan, j e  svetlo. D an je .
(2) D a n je . Svetlo je .
(3) Svetlo je .

A  predstavlja deduktivni dokaz, B nededuktivnega. Sekstov dokazje v tem, 
da  so deduk tivna sklepanja vedno po lastnih kriterijih pomanjkljiva. V prika
zanem  p rim eru  npr. ali (3) sledi iz (2) ali pa ne. Če sledi, potem  je  B popol
no m a sprejem ljiv sklep, kajti v B p reprosto  sklepam o na (3) iz (2). V endar, če 
to drži, j e  izjava (1) očitno  odvečna. Po drugi strani, če (3) ne  sledi iz (2), 
po tem  je  (1) neresn ičn a  izjava, kajti (1) jasno  trdi, da [(3) sledi iz (2)]. Tako 
deduktivni sklep ni m ožen: kar nam  A  pove več od B, j e  ali odvečno ali nere
snično. Ni bilo  veliko filozofov, ki bi bili pripravljeni iti tako daleč ko t Sekst, 
vendar j ih  je  m nogo  izražalo splošno zaskrbljenost glede smisla dedukcije. 
N ekateri, k o t J. S. Mili, so bili m nenja, da prem ise v deduktivnih sklepanjih 
vsebujejo iste trditve k o t sklep, te r da so sklepanja dejansko zaradi tega veljav
n a .10 N a tem  m estu  je  treb a  zastaviti vprašanje glede smisla deduktivnih skle
panj. D rugi, ko t npr. logični pozitivisti, so trdili, da so logične resnice analitič
n o  resn ične in zato se iz n jih  nikoli ne m orem o naučiti n ičesar novega.

T o zagotovo ne  m ore b iti res, kajti včasih se naučim o česa novega tudi iz 
deduktivn ih  dokazov. Poglejm o si npr. prvo Hobbesovo srečanje z Evklidovi- 
m i Elementi, ko t ga opisuje A ubrey v svojih Brief Lives:

K oje bil v knjižnici za gospode, so Evklidovi Elementi ležali odprti na 47
El. libri I. Prebral je  izrek. Za B - , je  dejal (tu in tam je  s poudarkom
izustil zanosno kletev), to je  nemogoče! Tako je  prebral njegov dokaz,

15 Seextus Em piricus, Outlines of Pyrrhonism, II, 159 (V izdaji Loeb: zv. I, str. 253-255).
1,1 Glej drugo Millovo knjigo, A System of Logic [1843], Longmans, London 1976.

1 7 1



S t e p h e n  G a u k r o g e r

ki g a je  napotil na naslednjega, ki g a je  prav tako prebral. [In tako na
prej] d a je  bil naposled nazorno prepričan v njegov resničnost. Tako se 
je  zaljubil v geom etrijo.17

H obbes n e  začne zgolj s tem, da  v nekaj ne verjam e, tem več celo s tem , da  ne 
verjam e, d a je  kaj takega sploh m ogoče; veriga deduk tivnega sk lepanja pa  ga 
prepriča  v nasprotno. Gre za očiten  p rim er spoznavnega napredovan ja , se 
pravi, H obbes konča s prepričan jem , ki ga sicer ne bi bil dosegel in  za to  novo 
prepričanje je  odgovorno čisto deduktivno  sklepanje. R esje , da  vsa deduktiv
na sklepanja s seboj ne prinašajo spoznavnega napredka: sklepanje »če p, po 
tem  p« očitno ne vsebuje spoznavnega napredovan ja, čeprav gre za fo rm alno  
veljaven deduktivni sklep. Descartes zgreši pravo p o t s tem , ko zanika, d a  kate
rikoli deduktivni sklep vsebuje spoznavno napredovan je. K akor kaže H o b b e
sov p rim er, to ni p reprosto  razvidno.

Nadalje, tudi če deduktivni sklep ne  bi mogel nikoli povzročiti spoznavne
ga napredovanja, bi vseeno im eli d o b e r razlog za ukvarjanje s sistem atičnim i 
odnosi m ed  resnicam i, npr. m ed geom etrijskim i resnicam i in aritm etičn im i 
resnicam i, kajti dokaj pom em bno  je , da  vem o, na  kakšen način  n ek a te re  izha
ja jo  iz drug ih  in natančno  v čem  je  bistvo tega »slediti iz«. T o d a  Descartes 
predpostavlja, d a je  spoznavno nap redovan je  ed in i kriterij, ki im a vrednost, 
to pa ga vodi v opustitev vsega, za kar m eni, d a  ni m eto d a  raziskovanja. Alge
bro  razum e kot m etodo raziskovanja par excellence, in  n a tan k o  zato, k e r jo  d o 
jem a  n a  tak način, m u je  zaprta m ožnost razm išljanja o dedukciji v algebraič
nih  izrazih.

III. Aplikacija matematike na realnost

Abstraktna narava algebre, kot s e je  zavedal D escartes, j e  vir n jen e  moči. 
V endar je  tudi potencialn i vir težav, kajti če je  m atem atika tako abstrak tna kot 
zatrjuje Descartes, lahko njen  odnos do  m ateria lnega sveta postane p ro b le 
m atičen. T o je  za Descartesa posebej p o m em b n o  vprašanje, ker želi razviti 
m atem atično fiziko, popolnom a m atem atično  razlago m ateria lnega sveta. Des
cartes obravnava vprašanje m atem atične fizike v Pravilih kako naravnavati um
ske zmožnosti na  način, ki m ed seboj povezuje m atem atiko , ep istem ologijo  in 
naravoslo\je, njegov prispevek pa ni u p o rab en  zgolj ko t pom oč p ri razum eva
nju  načina, kako razmišlja o tem , d a  bi lahko nekaj tako abstrak tnega kot 
algebra povezal z naravnim  svetom, tem več tud i k o t osvetlitev njegovega raz
m išljanja glede vprašanja, v čem  ta  abstrak tnost obstaja.

17 Aubrey’s Brief Lives, ur. Oliver Lawson Dick, Seeker in W arburg, London 1960, str. 150.
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Enostavne narave

V Pravilih D escartes ves čas vztraja, da  m ora spoznavanje začeti s tem, kar 
im enu je  »enostavne narave«; to so tiste stvari, k ijih  ni m ogoče dalje analizira
ti in  k atere  lahko  zapopadem o n a  neposreden  in intuitiven način. Takšne 
enostavne narave je  m ogoče zapopasti le z razum om , čeprav »m orem o sicer 
ugotoviti, d a je  sam o in te lek t zm ožen znanstvenega spoznanja, da pa m u m o
re jo  biti p ri tem  v pom oč ali v oviro tri d ruge sposobnosti, nam reč im aginaci
ja ,  čuti in  spom in.« (AT X 398; slov. prev. str. 143) V pravilu X lV je povezava 
m ed  razum om  in im aginacijo izpeljana n a  dokaj zanimiv način:

Z ‘razsežnostjo’ razum em o vse tisto, kar ima dolžino, širino in globino, 
ne da bi se spraševali, a lije  to resnično telo ali zgolj prostor. Zdi se, da 
to ne potrebuje nadaljnjega pojasnjevanja, kajti naša imaginacija nič ne 
zaznava lažje kot to ... Kajti četudi bi kdo, ob predpostavki, d a je  vse 
razsežno izničeno, lahko prepričal samega sebe, da to ne bi preprečilo 
obstoja razsežnosti same na sebi, za ta koncept ne bi uporabil telesne 
ideje, temveč samo slabo presojajoč razum. To bo tudi sam priznal, če 
bo pozorno razmislil o podobi te razsežnosti, k ijo  bo tedaj skušal upo
dobiti v svoji fantaziji. Opazil bo namreč, d a je  ne zaznava brez vsakega 
subjekta, temveč da sijo popolnom a drugače predstavlja, kotjo  presoja; 
in dodajam  (ne glede na to, kaj naš razum) veijame glede resnice stvari 
<v obravnavi>), da tiste abstraktne entitete v fantaziji niso nikoli tvoije- 
ne ločeno od subjektov. (AT X 442-3)

Descartes nadalju je  s trditvijo, d a  m edtem , ko sta »razsežnost« in »telo« zasto
p an a  v im aginaciji z eno  in isto idejo, to za razum  ne velja. Ko rečem o, da 
»število ni števna stvar« ali d a  »razsežnost ali oblika ni telo«, sta pom ena »šte
vila« in »razsežnosti« tukaj takšna, d a jim a  v imaginaciji ne  ustrezajo nobene 
po seb n e  ideje. T a  dva stavka sta »delo čistega razum a, ki im a sam sposobnost 
ločevanja abstrak tn ih  b itnosti te vrste« (AT X 444). Descartes vztraja, da m o
ram o  ločiti tiste vrste stavke, v katerih  so pom eni izrazov ločeni od vsebine 
idej v im aginaciji, od  stavkov v katerih  izrazi, čeprav »se izrekajo na  isti način 
v abstrakciji od  njihovih subjektov, kljub tem u ne izključujejo ali zanikajo ni
česar, od  česar se rea ln o  ne  razlikujejo« (AT X 445).

Razum in imaginacija

Razlika m ed  dvem a vrstam a izjavje nem ara najbolj jasno  izražena v razliki 
m ed  n jun im i lastnim i p red m eti, to je  m ed predm eti razum a in predm eti im a
ginacije. Lastni p red m eti razum a so popo lnom a abstraktne bitnosti in osvo
bo jen i p o d o b  ali »telesnih predstav«. Ko se ukvarja s svojimi lastnimi dejav
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nostm i, se razum zares »sam o b rn e  p ro ti sebi« (AT VII 73) in zre tiste stvari, ki 
so čisto razum ske, kot misel in dvom , ko t tud i tiste »enostavne narave«, ki so 
skupne tako d u h u  kot telesu, ko t so eksistenca, en o tn o s t in  trajanje. V endar 
se razum  lahko usm eri tudi k »idejam« v im aginaciji. N a ta  način  izvršuje tud i 
operacijo, ki j i  je  lastna, vendar p a je  im aginacija ni sposobna izpeljati, na
m reč, izločanja kom ponen t teh idej z abstrah iran jem .

N a tem m estu se pojavi p o treb a  po  im aginaciji, kajti razum  sam  nim a 
sploh nikakršne povezave s svetom. Bitnosti, k ijih  do jam e razum , so n ed o lo 
čene. Im aginacija je  po trebna , d a  bi postale do ločene. Ko n p r. govorim o o 
številih, m oram o uporabiti im aginacijo, da  bi nam  prikazala nekaj, k a r je  m o
goče izm eriti z mnoštvom predm etov. Razum  do jem a »pet-nost« [fiveness] 
kot nekaj ločenega od petih  p redm etov  (ali odsekov p rem ice, ali točk, ali 
česarkoli) in tako je  p o treb n a  im aginacija, če naj ta »pet-nost« ustreza  neče
m u v svetu. To, s čim er im am o tu dejansko  opraviti, je ,  vsaj kar zadeva razum , 
algebra. To drži vse dotlej, dok ler je  p red m ete  algebre, katerih  n ed o lo čen o  
vsebino je  izločil razum , m ogoče prikazati in do jem ati sim bolno, ko t p rem ice 
in ravnine, ki j ih  je  m ogoče identificirati z dejanskim  svetom. A lgebra se uk
varja s popolnom a abstraktnim i bitnostm i, dojetim i v razum u, toda te abstrakt
ne bitnosti m orajo biti p redočene sim bolno in s tem  prikazane ko t do ločene , 
kar zahteva pom oč imaginacije. Im aginacija n a  ta način  p red o ču je  splošneve- 
likosti (abstraktne bitnosti) kot določene velikosti (ki se ne razlikujejo od  tega, 
česar velikosti so ).

Vseeno vsaka vrsta do ločene velikosti tu  n e  bo p rim erna . P rivilegirana 
do ločena velikost, k ijo  želi D escartes izbrati, je  p rostorska razsežnost. Za to 
obstajata dva razloga. Prvič, algebraične b itnosti je  m ogoče prikazati geom e
trijsko, se pravi v izrazih čiste prostorske razsežnosti. Drugič, Descartes trdi 
(npr. v pravilu XII) da tedaj, ko se ukvarjam o s fiziološkimi, fizikalnimi in op
tičnimi vidiki zaznave, postane jasno , da  to kar vidimo n a  noben  način  ni po
dobno telesom v svetu. Sam svet ne vsebuje barv, vonjev itn. (n o b en ih  sekun
darn ih  kvalitet) temveč zgolj prostorsko razsežno telo. S ekundarne kvalitete, ki 
j ih  zaznavamo, so preprosto značilnosti interakcije naših ču tn ih  organov, spoz
navnega aparata itn., z zunanjim  svetom. So psihični dodatk i zaznavajočega 
duha. Tako je  svet samo enostavno prostorsko  razsežno telo in kar se zabeleži 
v im aginaciji niso nič d rugega ko t p rep ro sto  prostorsko  razsežne velikosti.

Skratka, fizični svet in abstraktne b itnosti algebre so po tem takem  v im a
ginaciji p redočene ko t razsežne velikosti oz. ko t m erila  razsežnih velikosti, p ri 
čem er se prve preslikajo v slednje:
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razum abstraktne bitnosti (algebra) 
i

imaginacija prem ice, dolžine daljic, itn. 
(geom etrija in aritm etika)

fizični svet

. razsežne velikosti 

Î
m aterialni predm eti 
(m aterialna razsežnost)

V tej shem i se čisto m išljenje, značilno za algebro, s katero se ukvarja razum , 
n ep o sred n o  ne preslika v fizični svet. Prej gre za to, da se njegov prikaz v 
obliki aritm etike in  geom etrije  preslika v prikaz fizičnega sveta, v prikaz, ki se 
sestoji iz izključno dvodim enzionaln ih  oblik. To pojm ovanje je  podvrženo 
m nogim  težavam, k a r je  m ogoče pričakovati iz obravnave, ki zadeva tako te
m eljna  vprašanja, v endar p a  nam  zagotavlja prvi eksplicitni epistem ološki in 
m etafizični tem elj za m atem atično  fiziko v zgodovini filozofije, in v m arsikate
rem  p o g le d u je  njegova vloga v Descartesovi misli celo bolj središčna ko t pri 
»cogitu«.

K a rje  p ri D escartesovem  delu  v algebri iz jem no ,je  nivo n jene abstrakt
nosti. T a d o sežek je  bil vedno postavljen v senco, bodisi z Descartesovo lastno 
trditvijo, d a je  bilo vse, k a r je  počel, samo ponovno odkrivanje skrite m etode 
raziskovanja, znane že an tičn im  m atem atikom , bodisi s širše sprejetim  m o
d ern im  pogledom , da  so ti m atem atiki poznali ‘geom etrijsko algeb ro ’, to je , 
a lgebraično  in terp re tac ijo  aritm etike, k ije  vsebovala geom etrijski zapis. Po
dal sem  nekaj razlogov, zaradi katerih  sem p repričan , da takšna razlaga in 
predvsem  slednje ne drži. To, kar so poznali antični m atem atiki, dejansko ni 
b ila po seb n a  abstrak tna  algebraična in terpretacija  aritm etike, temveč p red 
vsem n jen a  p osebno  k o n k re tn a  geom etrijska interpretacija. Do abstraktne 
in terp re tacije  p ride le s kom binacijo  sredstev aritm etike in geom etrije, ki proi
zvede nekaj, k a r je  veliko m očnejše in abstraktnejše, kot vsaka izm ed obeh; in 
to je  Descartesov dosežek. Descartes (z V ietajem in drugim i) utem elji to, kar 
sem  p rep o zn al ko t prvo stopnjo  v razvoju algebre, nam reč osvobajanje števila 
od  prostorske intuicije. T o je  odp rlo  po t drugi stopnji, osvobajanju same alge
b re  od izključno n u m eričn e  in terpre tacije . V endar p a je  prem ik k tej drugi 
stopnji v po p o ln em  n asp roÿu  s celo tno  vodilno mislijo Descartesovega pristo-
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pa. Do tega ni prišlo toliko zaradi tega, k er nas vodi do ravni abstrakcije, k iji 
niti sam ni bil naklonjen, kajti njegova zgodnja ideja  »univerzalne m atem ati
ke« je  vključevala ekstrem no abstraktno (vendar neizvedljivo) pojm ovanje m a
tem atike, ki presega katerokoli specifično vsebino, ukvarjajoč se zgolj s tem , 
kar im a red  in  velikost (AT X 378). Tem več predvsem  zaradi njegove zahteve, 
da  naj bo  to m etoda raziskovanja, kar nadalje pom en i, da  m ora  biti spoznav
no  inform ativna. D eduktivni sklep, ko t (napačno) misli, ne  m o re  b iti nikoli 
spoznavno inform ativen, zato zavrača vsako povezavo m ed  algebro  in logiko. 
V endarle se d ruga stopnja v razvoju algebre zgodi v veliki m eri ko t rezu lta t 
n jene uporabe v sistem ih deduktivnega sklepanja.

Descartesa potem takem  sploh n i vznem irjala abstrak tna  narava njegove 
algebre v m atem atičnem  kontekstu. V več pog led ih  je  še bolj izjem no, d a  ga 
ni vznem irjala niti v fizikalnem kontekstu . N jegov poglavitni n am en  je  bil 
razviti m atem atično fiziko, m atem atika p a je  za D escartesa konec koncev al
gebra. D obro zavedajoč se, vsaj po  njegovi zgodnji fazi »univerzalne m atem a
tike«, da [m atem atična fizika] ne  m ore biti zgolj stvar u p o rab e  sistem a, tako 
abstraktnega k o tje  algebra, na  nečem  tako k o n k re tn em  in specifičnem  k o tje  
realni svet, je  poskušal dokazati, da  im ata nekaj bistveno skupnega: g eo m etri
jo . E dine dejanske lastnosti snovi so tiste, ki j ih  je  m ogoče v celoti razum eti v 
geom etrijskih izrazih, algebra p a je  v im aginaciji prikazana v čisto geom etrij
skih izrazih. Potem takem  je  geom etrija tista, ki obe m ed  seboj povezuje. T o 
nem ara ni najbolj p loden način uvajanja tem elja za m atem atično  fiziko,18 toda 
sama sm elost in b istroum nost zam islije presenetljiva, in  zaresje  to  prvi ekspli
citen filozofski poskus razčiščevanja do  zadnje podro b n o sti tega, kako bi lah 
ko bila m ožna m atem atična fizika.

Skratka, Descartesovo delo v algebri j e  nekaj, kar se širi daleč p rek o  sam e 
m atem atike. Zaradi tega dela velja Descartes za enega  največjih m atem atikov  
sedem najstega stoletja. Če torej sledim o posledicam , k ij ih  je  im elo  njegovo 
delo v razvoju kvantitativnega m ehanskega razum evanja fizičnega sveta, j e  bil 
eden  izm ed največjih naravoslovcev sedem najstega stoletja; če p a  sledim o po 
sledicam , ki j ih  je  im elo za vprašanje m etode, je  postal njegov največji filozof.

Prevedel Ernest Ženko

S t e p h e n  G a u k r o g e r

18 Glej Gaukroger, »Descartes’ project for a m athem atical physics«, v: S. G aukroger 
(u r.), Descartes, Philosophy, Mathematics, and Physics, str. 97-140.
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