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MANJ KOT NEKAJ, A VEČ KOT NIČ 
Zenon, infmitezimali in paradoks kontinuuma

Sa šo  D o len c

M nenja o tem , kaj je  konstitu tivno bistvo m o d ern e  znanosti, so deljena. Neka­
teri prisegajo  n a  znanstveno m etodo , drugi m enijo, da znanost m etode sploh 
nim a, za tretje p a je  znanost kar sinonim  za objektivno vednost. H istorično je  
stvar bolj jasn a . Tem elji m o d ern e  znanosti so bili postavljeni v sedem najstem  
sto letju  v delih  Galileja, K eplerja, Descartesa, Leibniza, N ew tona in še nekate­
rih . Sam pojem  narave s e je  tak ra t nam reč bistveno sprem enil. Aristotelovo 
physis, k a tere  bistvo je ,  d a ji  j e  vir gibanja oz. sprem injanja no tran ji (stvar ima 
svojo naravo le, če vsebuje poče lo  lastnega sp rem in jan ja), j e  zam enjala gali­
lejska narava, k jer telesa nim ajo  več n o b en e  globine oz. n o tran je  strukture, 
am p ak je  vse zvedeno le n a  kvantitativna m edsebojna razm erja fizikalnih koli­
čin, ki so fo rm u liran a  v m atem atičnem  jeziku.

V nasp ro tju  s p revladujočim  prepričan jem  pa argum enti za tako radikal­
n o  sp rem em bo  razum evanja narave niso bili p re tirano  prepričljivi. Težavaje 
bila n am reč  v tem , da sam a m atem atika, k i je  v galilejski naravi neke vrste 
ogrod je  sveta, do lgo  časa ni uspela  form ulirati logično konsisten tnega for­
m alnega m atem atičnega aparata , ki bi om ogočal m atem atizacijo sprem enlji­
vih naravn ih  pojavov, še posebej gibanja. Mišljenje g ib an ja je  nam reč vedno 
znova trčilo  ob p ro b lem  neskončne  deljivosti kontinuum a, neskončnih  zapo­
redij ali neskončn ih  vsot, kar j e  problem atiziral že Z enon iz Elee v znanih  
aporijah . Čeprav so se v sedem najstem  stoletju zelo trudili, da  bi novo m ate­
m atično  filozofijo narave form ulira li zgolj z uporabo  stare uveljavljene evklid- 
ske m atem atike, so vsi takšni poskusi propadli. Nova znanost s e je  m orala 
sprijazniti z dejstvom , da brez u p o rab e  trikov novega infinitezim alnega raču­
na, ki n a  neki nač in  uspe računati tudi z neskončnostm i, ne m ore form ulirati 
nove fizike oz. galilejske narave.
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S a šo  D o l e n c

Paradoks kontinuuma

V zadnjih treh  knjigah Aristotelove Fizike -  ko sm o bralci že dom ači z 
osnovnim i načeli znanosti o sp rem in jan ju  in z analizo osnovnih pojm ov te 
znanosti: neskončnost, m esto, p razn ina, čas -  se avtor loti obravnave treh  te­
m eljnih kontinuum ov in relacij m ed  njimi. T rije tem eljn i k o n tin u u m i so po 
Aristotelu: razdalja, čas in gibanje, njihove m eje p a  so točka, tren u te k  (zdaj) 
in pa tren u tn o  gibanje.

Da si problem  kon tinuum a m alo bolj razjasnim o, si poglejm o najprej 
nekaj za to vprašanje ključnih definicij iz Aristotelove Fizike (V.3):

»Stvari so skupaj glede na lego, ko si delijo isto lego, narazen, ko imajo
ločene lege, v stiku pa, ko imajo skupno le svojo skrajnost (m ejo ) . « 1

Z aporednost je  u re jenost po vrsti v zaporedje. Nekaj j e  zvezno (kon ti­
n uum ), č e je  zaporedno  in v stiku. Stvar je  torej zvezna,

»če so meje, v katerih se katerikoli njeni zaporedni deli stikajo, iste in
skupne .« 2

Če m eje niso skupne, je  stvar sicer lahko  u re jen a  v zaporedje, a ni zvezna. 
P rim er takšnega zaporedja so števila. So u re jen a , a se ne  stikajo. T očke in 
števila so diskretne količine in jih  j e  p o treb n o  razlikovati od  zveznih količin 
geom etrije. V aritm etiki ni zveznosti, v geom etriji p a je .

K akšnoje torej razm erje m ed točko in  črto? T o čk a je  po  A risto telu  n e d e ­
ljiva, a im a svojo lego, črta p a je  deljiva razsežnost. Z zbiranjem  točk, ne glede 
na  to kako daleč grem o, nikoli ne m o rem o  priti do  nečesa razsežnega in tako 
deljivega. Točka ne m ore biti zvezna s točko. T o č k a je  lahko le m eja (konec, 
začetek, rez) deljive velikosti, ne m ore  p a  biti n jen  del. Spom nim o se defin ici­
je  zveznosti: stvarje zvezna, če so m eje, v katerih  se katerikoli n jen i zaporedn i 
deli stikajo, iste in skupne. Točka n im a delov, zato je  lahko le cela svoja lastna 
meja. Če im a več točk skupno m ejo, so lahko le vse skupaj v isti legi, saj si 
drugače ne  m orejo deliti svoje m eje, k a r je  v p rim eru  točke kar cela točka.

T u  im am o dve na prvi pogled naspro tu joči si tezi: (1) n a  k o n tin u u m u  
lahko povsod najdem o le točke; kjerkoli ga p re režem o , j e  tam  točka, a (2 ) 
kon tinuum  ni sestavljen iz točk, ker točke nim ajo  razsežnosti. T o velja tud i za 
čas in trenu tke , ko t za gibanje in tren u tn a  gibanja. R azm eije m ed  točko in 
kon tinuum om  ni analogno ne  razm erju  m ed  delom  in celoto, ne  razm erju  
m ed vsebovanim in vsebujočim. Točko in tren u tek  lahko razum em o le kot 
limito (m ejo) razdalje ali časa.

1 Aristotel, Fizika, V.3, 226b21.
2 Ibid., 228a8.
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T o je  tem eljn i paradoks neskončne deljivosti kontinuum a, ki ga Aristotel 
sicer eksplicitno  n e  zapiše v Fiziki, am pak v knjigi O nastajanju in minevanju 
(1.2, 3 1 6 al4 ). Povzem im o le argum ent:

Ce je  črta  (kon tin u u m ) neskončno  deljiva, potem  jo  lahko razrežem o na 
neskončno  m ajhne  dele. Z anim a nas ali so ti neskončno m ajhni deli črte (toč­
ke) razsežni ali ne? P onu ja ta  se nam  dve možnosti:
• Ce im ajo n eskončno  m ajhni deli črte razsežnost, potem  j ih  lahko še na­

prej delim o, torej še niso neskončno  razdeljeni.
• Ce pa n im ajo  razsežnosti, po tem  ni jasno , kako lahko iz njih sestavimo 

razsežno črto , saj vsota nerazsežnih  en o t ne m ore biti razsežna: 0  + 0  = 0 ! 
Č e je  k o n tin u u m  sestavljen iz nedeljivih delov, če se ga ne  da neskončno

deliti, p o tem  sta dve m ožnosti: nedeljiv del im a neko velikost, a se vseeno ne 
da  več deliti, kar ni sm iselno, ali p a  nedeljiv del n im a velikosti, kjer pa tudi ni 
ja sn o  kako lahko nekaj b rez velikosti sestavi nekaj končno velikega.

Poglejm o sedaj, kako A ristotel razreši paradoks kontinuum a? Sekljanje 
razsežnosti n a  vedno m anjše daljice je  za A ristotela neskončni proces. Z vsa­
kim razsekom  dob im o  novo točko (mejo) na črti, am pak še zmeraj im am o 
m ed  m ejam i razsežne daljice. V sami črti (razsežnosti) je  zm ožnost, d a jo  lah­
ko razsekavam o v nedog led . N eskončni proces (potencialna neskončnost) je  
za A ristotela ed in a  neskončnost, ki lahko obstaja (Fizika III.6 ). A samo seka­
nje je  ustvarjanje točk, g ibanje točk ne ustvarja!

T em eljna  A ristotelova ideja je , da so lim ite oz. točke le posledica zmož­
nosti v k o n tin u u m u , d a  ga lahko  v neskončnost delim o in tako udejanjam o 
vedno nove m eje (točke), ki pa v sam em  kon tinuum u še niso dejanske, am ­
pak so zgolj m ožnost. K on tinuum  torej ni sestavljen iz točk, čeprav lahko po­
vsod, k jer ga p re režem o , najdem o  točko. Bistveno je , d a je  ta točka lahko le 
konec ali začetek intervala, ne  m ore pa biti sam a po sebi. K ontinuum  vedno 
sestavljajo intervali, točke pa  so le konci intervalov. Če kon tinuum  delim o 
po ljubno  dolgo, ga lahko razdelim o na po ljubno  veliko poljubno  m ajhnih 
intervalov, a to je  neskončn i proces. Če se še tako trudim o, interval ne m ore 
postati točka. Zvezni interval im a zm ožnost, da se neskončno deli, a te zmož­
nosti n e  m o re  nikoli povsem  udejanjiti. Lahko si sicer zamislimo neskončno 
zaporedje deljen ja  intervalov, a to je  lahko le zaporedje brez konca, ne pa 
p riso tna  n esk o n čn o st .3

A ristotel je  p ro b lem  enega in mnoštva v predsokratski filozofiji narave, 
ozirom a kako skupaj m isliti m anifestacije enega samega p rim arnega počela 
(arhe), ki so posledica nekega no tran jega vira sprem injanja (physis) v tem  po­
čelu, rešil z vpeljavo razlikovanja m ed (z)m ožnosyo in dejanskostjo. K podob-

3 Dedekind uvede definicijo kontinuuma (realna števila) kot množico, ki vsebuje mej­
ne točke na vseh rezih.

M a n j  k o t  n e k a j , a  v e č  k o t  n i č : Z e n o n , i n f i n i t e z i m a l i  in  p a r a d o k s  k o n t i n u u m a
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ni rešitvi se zateče tudi pri težavah z neskončnostjo  in  k o n tin u u m o m . N e­
skončnost j e  zanj zgolj m ožnost, nikoli pa dejanskost.

Zenonove aporije

A risto telje torej predpostavil, da  so čas, p ro s to r in  gibanje kon tinuum i. V 
naravi torej ni skokov (kot so dom nevali a tom isti), am pak vse teče gladko. 
P re p r ič a n je  bil, d a je  s svojo teorijo  p rosto ra , časa in  g iban ja ko t k o n tin u u ­
mov rešil tudi vse štiri Zenonove aporije  (Fizika V I.9 ), če se seveda strin jam o z 
njegovo rešitvijo za problem  sam ega k o n tin u u m a . 4 

Naštejm o vse štiri Zenonove aporije  gibanja:
• Polovica (dihotom ija): gibajoče telo im a v vsaki točki svoje po ti do  cilja 

p red  sabo še neko razdaljo, ki jo  j e  m ogoče razdeliti n a  pol. T eh  polovic 
(vedno krajših), ki bi j ih  telo m oralo  p re iti, da  bi prišlo  n a  cilj, j e  n e ­
skončno, zato telo nikoli ne bi prišlo  n a  cilj.

• A h il  nEyhitrejsi tekač nikoli ne  u jam e najpočasnejšega, saj v času, k i je  
po treben , da doseže točko, na  kateri j e  počasni tekač, ta že p rem eri novo 
razdaljo in vselej obdrži (sicer vedno m anjšo) p rednost.

• Puščica: iz loka izstreljena puščica v vsakem tren u tk u  zavzema točno  do lo ­
čeno  lego; zavzemanje do ločene lege p a je  m irovanje; izstreljena puščica 
torej v resnici m iruje.

• Stadiona ali gibajočih vrst: je  m alo bolj zap le ten , zato več kasneje.

Poglejm o si sedaj podrobne je  posam ezne aporije:
Dihotomija in Ahil -  Že Aristotel trdi, da  tem eljita  aporiji A hila in D iho­

tom ije pravzaprav na istem prob lem u. Če teče želva s h itrostjo , k i je  enaka 
polovici Ahilove, im am o povsem ana logno  situacijo. Kje je  p roblem ? Razda­
lja, k ijo  želi p reteči Ahil je  k o n tinuum . Na tem  k o n tin u u m u  lahko po  sami 
definiciji kon tinuum a kjerkoli postavim o zastavico in ga s tem  razdelim o na 
dva dela. Zastavico lahko torej postavim o najprej n a  polovico ce lo tne  p roge, 
potem  n a  polovico zadnje polovice p roge in  na to  n a  polovico te nove zadnje 
če trtine in tako naprej v neskončnost. Č e je  razdalja, k ijo  želi Ahil p re teči, res 
deljiva v neskončnost, č e je  kon tinuum , po tem  lahko A hilu n a  progi postavi­
m o neskončno zastavic ozirom a njegovo tekaško p rogo razdelim o n a  neskonč­
no intervalov. Če hoče p reteči to p rogo , m o ra  p re teči vse in tervale in  po b ra ti 
vse zastavice. Ker p a je  zastavic in intervalov neskončno , m o ra  tako opraviti

4 Verjetno najbolj poglobljena študija antičnih virov in kasnejših interpretacij Zenona 
iz Elee, je  zbrana v knjigi: Maurice Caveing, Zénon d'Elée: prolégomènes aux doctrines du 
continu: étude historique et critique des fragments et témoignages,]. Vrin, Pariz 1982.
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n eskončno  opravil, da p rid e  do  cilja. Tem eljno vprašanje je  torej, ali lahko 
opravi n eskončno  opravil v končnem  času?

P rob lem  A hila je  seveda povsem  analogen problem u neskončne deljivo- 
sti k o n tin u u m a . Č e je  k o n tin u u m  neskončno deljiv, po tem  ga lahko delim o 
n a  vedno m anjše intervale. V p rim eru  Ahila je  to delitev tekaške proge na 
polovične pod in tervale . Če bi bilo teh intervalov končno m nogo, težav ne bi 
bilo. Ahil bi lahko p re tek el vse intervale in pobral vse zastavice. Za vsak na­
slednji in terval bi seveda po rab il manj časa, zato bi na  cilj prišel povsem regu­
larno . Kaj pa, č e je  intervalov neskončno? Če želi Ahil preteči razdaljo, m ora 
pre teči n eskončno  intervalov ozirom a razsežnih daljic. T ežavaje predvsem  z 
zadnjim i intervali tik p re d  ciljem. Če vzamemo še tako m alo razdaljo od cilja, 
je  v njej še zm eraj neskončno  intervalov. Kako je  lahko v po ljubno m ajhni 
razdalji zm eraj n eskončno  podintervalov? Če ima vsak od intervalov razsež­
nost, k i je  večja od  točke, po tem  skupna razsežnost ne m ore biti poljubno 
m ajhna. T o, da  so vsi intervali večji od točke, p a je  povsem nedvoum no, saj v 
delitvi intervalov zm eraj delim o nekaj razsežnega na pol. V vsakem koraku 
dob im o sam o dva za polovico krajša intervala, nikoli pa točke ozirom a in ter­
vala, ki ne bi im el razsežnosti.

P rob lem  D ihotom ije  in  A h ila je  torej analogen p rob lem u neskončne de- 
ljivosd k o n tin u u m a. Če znam o rešiti ta problem , potem  smo rešili tudi prvi 
dve Zenonovi aporiji.

Prva p o t razrešitve paradoksa je , da preprosto  zavrnem o razdaljo kot kon­
tin u u m  in rečem o, da  razdalja (in čas) ni neskončno deljiva, da na  koncu 
p rid em o  do  nekega »atom a« razdalje, ki ga ni več m ogoče razdeliti na polovi­
co in g a je  m oč »prepotovati« le v nekem  atom arnem  času. V tem  prim eru  vse 
ostale teze postanejo  n ep o treb n e : ni neskončnega deljenja, za to je  število ko­
rakov do  cilja k ončno  in  paradoks odpade. V endar Aristotel takšni rešitvi os­
tro  ugovarja.

G ibanje, ki bi aktualiziralo  vse vmesne točke se im enuje stakato gibanje. 
P o u d arek  vsaki no ti v n asp ro ÿ u  z legato gibanjem , ki želi zliti posam ezne note 
v celoto . Stakato g ib a n je je  skokovito atom istično gibanje; to ni gibanje kot 
ko n tin u u m , am pak g ibanje kot zaporedje. P rim er za zaporedje so naravna 
števila, p rim er za k o n tin u u m  pa daljica. G iban jeje  enotn i proces, ki ga sicer 
lahko delim o n a  podprocese , a pod o b n o  kot črte ne m orem o sestaviti iz točk, 
tud i g ibanja ne m o rem o  dobiti iz zaporedja stanj. G iban jeje  proces ozirom a 
ko n tinuum .

T o je  tud i srž A ristotelove rešitve prvih dveh Zenonovih aporij. N eskonč­
no  intervalov, ki j ih  m o ra  Ahil preteči, je  sicer v sami razdalji, ki je  konti­
nuu m , m ožnih , a ti intervali so m ožni zgolj kot neskončni proces delitve. Če 
bi resn ično  uspeli postaviti vse vm esne zastavice, bi tudi Ahil potreboval ne­
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S a š o  D o l e n c

skončno časa, da bi j ih  pretekel ozirom a pobral. V en d ar bi po trebovali za 
postavitev vseh zastavic, tudi če bi im eli dovolj m ajhne za zadnjih  nekaj n e ­
skončno intervalov, bi za to postavitev po trebovali n eskončno  časa. T o bi bil 
neskončni proces, ki je  po A ristotelu sicer m ožen, je  pa  neizvedljiv. Ni ga 
m ogoče povsem udejanjiti.

Puščica -  A rgum ent puščice pravi, da  če privzam em o a to m arn o  sestavo 
časa, j e  a tom arno  tudi gibanje. A tom arno  g ibanje p a je  m irovanje. Poglejmo! 
V enem  atom u časa vse m iruje, saj če bi bilo nekaj n a  začetku a tom a časa 
drugače ko t na koncu, to ne bi bil več atom , am pak bi ga lahko  še delili, saj ni 
eno ten . A tom e časa si lahko zamislim o kot sličice n a  film skem  traku. N a vsaki 
sliki figure m irujejo, torej je  sam o gibanje tud i a to m arn o  skakanje iz ene m i­
rujoče podobe na drugo. A tom arno  gibanje ni torej nič d ru g eg a  k o t vsota 
različnih mirovanj. Vsota mirovanj p a  n e  m ore biti gibanje.

Stadion -  A rgum ent telovadcev v vrstah, ki korakajo  po s tad io n u  pravi, 
da iz neatom arnosti (torej zveznosti) g ibanja sledi, d a je  n u jn o  tud i čas kon ti­
nuum . Kaj pravi a rgum ent stadiona? Im am o tri vrste telovadcev. Prva vrsta 
m iruje, d ruga koraka v eno  stran, tretja  pa z enako  h itrostjo  v d rugo  stran . O b 
času t so telovadci poravnani kot na  prvi sliki.

čas t
t t t t

t t t t —

« -  t t * t

V času t plus en  atom  časa, so telovadci poravnan i ko t kaže d ru g a  slika.
čas t + At

t f t t

t t t t - >

-  » t t t

Problem  p a je , da so bili že vmes, m ed  o b em a časom a poravnan i telovad­
ci d ruge in treÿe vrste.

čas t + A t/2
t t t t

t t t t —

< -  t f t t

Č e je  gibanje zvezno, torej obstaja tud i vm esno stanje, ko sta poravnani 
samo obe gibajoči se vrsti. Če to stanje obstaja, po tem  obstaja tud i vm esni 
trenutek . Če privzam em o a tom arnost časa in zveznost gibanja, po tem  vedno
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obstajajo tud i dogodki (npr. poravnave vrst), ki se dogodijo v času, k ije  m anj­
ši od  a tom a časa. K on tinuum  gibanja torej im plicira kon tinuum  časa.

Ce povzam em o: Z enonove aporije gibanja temeljijo n a  prob lem u konti­
n u u m a, v kolikor razum em o razdaljo, čas in gibanje kot kontinuum e. Konti­
n u u m  razdalje in  čas ko t ne-kon tinuum  (zaporedje) im plicira zanikanje giba­
n ja  (d iho tom ija  in A h il) . A tom izem  časa im plicira atom izem  gibanja, kar po­
m en i zanikanje g iban ja (puščica). K ontinuum  gibanja im plicira kontinuum  
časa (stad ion). Z enonove aporije pokažejo, da lahko gibanje, kot nu jno  kon­
tin u iran  proces, m islim o zgolj z roko v roki s prostorom  in časom kot kontu- 
m uum om , sicer so težave .5

P rob lem  k o n tin u u m a , n e  katerem  so osnovane tudi Zenonove aporije, 
tem elji na  p rob lem u , k i je  v sam em  je d ru  filozofije narave od Talesa naprej: 
g ibanje (sprem injan je , čas...) m ora  biti kon tinu irano , sicer ni gibanje, a kon­
tin u u m  ni misij iv.

»Zenonovi argum enti so v neki obliki nudili osnovo za skoraj vse teorije 
prostora, časa in neskončnosti, ki so jih  postavili od njegovih dni do 
danes .« 6

M a n j  k o t  n e k a j , a  v e č  k o t  n i č : Z e n o n , i n f i n i t e z i m a l i  i n  p a r a d o k s  k o n t i n u u m a

Problem matematizacije kontinuuma: nikakor se ga ne da prešteti

Tem elj grške m atem atike je  razlikovanje m ed geom etrijo  in aritm etiko, 
m ed  k o n tin u u m o m  in zaporedjem , m ed sliko in številom. A ntična m atem a­

5 Zenonova predpostavka je , da praznine ni. Tisto kar je, je  polno, saj nikjer ni dela, ki 
ne bi bil zapolnjen, ker praznine pač ni. To karje, je kontinuum, kar ne pomeni nič 
drugega, kot d a je  bivajoče povsod skupaj, da vmes ni nečesa drugega, kar ni bivajoče. 
Zenon se vpraša, kako uvesti v eno-bivajoče razlike? Kako najti razlike v kontinuumu? 
Pokaže, da pluralnosti in gibanja v enem-bivajočem kontinuumu ne more biti.

Ce lahko potegnemo mejo kjerkoli, čeje kontinuum Enega povsod deljiv, potem pade­
mo v paradoks kontinuuma. Ce je  črta, kije najpreprostejši model kontinuuma, povsod 
neskončno deljiva, potem jo  lahko razrežemo na neskončno majhne dele. Ce je  konti­
nuum sestavljen iz nedeljivih delov, če se ga ne da neskončno deliti, potem sta dve mož­
nosti: nedeljivi deli imajo neko razsežnost, a se vseeno ne dajo več deliti, karje nerazum­
ljivo, ali pa nedeljivi deli nimajo velikosti, kjerje pa tudi nejasno, saj ne vemo, kako lahko 
nekaj brez velikosti sestavi nekaj končno velikega. Ce nekaj obstaja, mora imeti razsež­
nost. Stvar ima razsežnost samo, če je  iz več delov. Čeje kontinuum povsod deljiv, torej 
pademo torej v paradoks. Kaj pa, čeje  Eno-bivajoče deljivo zgolj na določenih mestih (v 
Enem obstajajo torej deli in m eje), potem so ta mesta posebej odlikovana. Tam mora biti 
nekaj drugače. A drugače je  lahko le po neki lastnosti oz. kvaliteti. To pa ne gre. Da 
ohranimo enotnost Enega, mora biti to ali povsod nedeljivo ali povsod deljivo.

6 Bertrand Russell, The Problem of Infinity Considered Historically, v zborniku Zeno's Para­
doxes, Hackett, 2001, str. 54.
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tična fizika, katere najim enitnejši p red stav n ik je  A rhim ed, s e je  ukvarjala le z 
razm erji m ed zveznimi velikostni (m agn itude kot k o n tin u u m i). Zvezne veli­
kosti vseskozi ostanejo nekaj bistveno različnega od  števil, k a r je  tem eljna  ovi­
ra za nastanek m atem atične fizike v m o d ern em  p o m en u  besede.

H istorično je  bila Aristotelova restavracija in teleg ib ilnosti zveznih kon ti­
nu iran ih  veličin zelo pom em bna. A ristotel pravi, d a j e  števna m n o g o te ro st 
( arithmos) tista, k ijo  je  m ogoče razbiti na  ločene, nezvezne, d isk retne  dele, 
m edtem  ko so m agnitude (megethos) zvezne m nogo terosti, k i j ih  na  ločene 
sestavne dele  ne m orem o razbiti.

»Potemtakem je  določena kolikšnost množica, kadar je  števna, m edtem  
koje kolikšnost velikost (megethos), kadarje  merljiva. Mnoštvo p ase  im e­
nuje tisto, k a r je  po možnosti deljivo v dele, ki niso zvezni, velikost pa 
tisto, karje deljivo v neprekinjene dele; izmed velikosti p a je  tista, k ije  v 
eni smeri zvezna, dolžina, tista, k ije  v dveh sm ereh, širina, tista pa, k ije  
zvezna v treh smereh, globina. Izmed teh kolikosti p a je  om ejena m noži­
ca število, om ejena dolžinaje črta, om ejena širinaje ploskev, globina pa 
je  telo . « 7

Črte ne  m orem o razbiti na  točke, am pak le n a  daljice, ki pa  niso ločene, 
am pak se vedno stikajo. V m agnitudo  lahko vnesem o le m ero  ko t daljico, ki se 
ponavlja in potem  štejem o ponovitve, a se takšna uvedba en o te  n e  izide ved­
no, tudi če vzamemo še tako m ajhno  enoto .

Tudi z razm eiji m ed m agnitudam i, ki niso harm onična, so Grki znali raču­
nati. Znali so tudi prim erjati razm erja nesorazm ernih  m agnitud. Razm erje dia­
gonale pro ti stranici kvadrataje lahko enako  razm erju dveh d rug ih  m agnitud, 
kar so znali dokazati. Razmerja m agnitud tvorijo torej m nogoterost, k ije  bolj 
bogata od pitagorejske aritm etične števne m nogoterosti, vendar j  e ta nova m no­
goterost manj abstraktna kot so števila, saj ne nud i univerzalne prim erjave m ed 
m agnitudam i, am pak je  obtežena z geom etrijsko konkre tno  predstavo. M edse­
bojno je  m ogoče prim erjati le m agnitude iste geom etrijske vrste: črte s črtam i, 
površine s površinami. Poiskati površino ravninskega lika, je  pom enilo , najti 
kvadrat, ki ima enako ploščino kot dani ravninski lik, m ed tem  k o je  poiskati 
kubaturo nekega telesa, pom enilo, najti kocko s telesu enako p rosto rn ino .

Metoda izčrpavanja: primerjanje različnih magnitud

Za dokazovanje razm erij m ed istovrstnim i m agnitudam i, ki pa niso bile 
več le p reproste  daljice, am pak tud i krivulje, j e  Evdoks uvedel novo m eto d o

7 Aristotel, Metafizika, 1020al0-14.
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izčrpavanja. Z n jen o  pom očjo  je  lahko dokazal veliko h ipo tez o razm erjih 
m ed  volum ni teles ali površinam i likov: volum en piram ide je  enak 1 /3  volum ­
n a  valja z enako  osnovno ploskvijo in višino, razm erje m ed površinam a dveh 
krogov j  e enako  razm erju  m ed  površino kvadratov, ki im ata za stranici diago­
nali krogov... Im e m eto d e  sicer izvira šele iz sedem najstega stoletja, a jo  je  
n a tan čn o  opisal že Evklid v XII. knjigi svojih Elementov, k jer je  obravnaval po ­
vršine in  volum ne likov in  teles, k ijih  zamejujejo ukrivljene črte ali površine.

M etoda izčrpavanja tem elji n a  A rhim edovem  aksiomu. Če im am o dve 
različno veliki m agn itud i, po tem  lahko zmeraj najdem o tako veliko število N, 
da  bo  m anjša od  o b eh  m agnitud , če jo  povečam o za N-krat, postala večja od 
druge m agnitude. N a prvi p o g led je  to nekaj povsem intuitivnojasnega. Manjši 
m agn itud i lahko vedno  dodajam o druge enako velike m agn itude in jo  tako 
povečam o do  po lju b n e  velikosti. Kakor koli že določim o eno to , jo  vedno lah­
ko pom nožim o do  po lju b n e  velikosti.

V endar to v an tik i ni bilo nekaj sam oum evnega. Težava je  bila nam reč z 
m ejnim i m agnitudam i. Recim o kot, ki ga tvori tangenta s krivuljo v neki toč­
ki, s e je  G rkom  zdel večji od  nič, a hkrati njegovo podvajanje ni moglo tvoriti 
n o b en eg a  d ru g eg a  večjega kota. Podobno je  z deli črte, ki ostanejo, ko jo  
povsod razrežem o. T o kar ostane niso ne točke, ne intervali. To, kar ostane, 
niso točke, ker im ajo razsežnost večjo kot nič, intervali pa  niso, ker njihova 
razsežnost ne  m o re  biti nekaj končnega, saj bi to pom enilo, da  črte nism o še 
povsem  razdelili. Za te m ejne p rim ere  A rhim edov aksiom torej ne velja, saj 
lahko to m ejno  m agn itudo  po ljubno  m nožim o, a še zmeraj ne  bo nekaj konč­
nega.

Če od  m ag n itu d e  odvzam em o najprej del, ki ni m anjši od polovice in 
po tem  od  tega kar ostane spet del, ki ni manjši od polovice, na  koncu ostane 
m agnituda, k ije  m anjša od  katere koli m agnitude. Sedaj predpostavim o, da 
že vem o, d a je  razm erje  površine dveh enakih m nogokotnikov enako razm er­
ju  kvadratov n ju n ih  prem erov . To smo recim o že dokazali in  za like z ravnimi 
m ejam i to ni težko. Če torej za kroge to pravilo ne velja, po tem  je  m ed dejan­
sko površino k roga in  površino, ki bi zadostila enačbi, neka razlika. S poligoni 
pa se lahko k rogu prib ližam o tako, da bo razlika površin m anjša od katerekoli 
še tako m ajhne  m agn itude. Č e je  torej površina kroga, k ijo  napoveduje enač­
ba, m anjša od kroga, jo  bom o torej v nekem  koraku dodajanja poligonov nuj­
no  presegli, čeprav kroga še ne bom o prekrili. To pa vodi v protislovje, saj bi 
enak  poligon, k ije  m anjši od  kroga m oral biti hkrati tudi večji.

M etoda izčrpavanja om ogoča, da krivo črto  razum em o kot sestavljeno iz 
kra tk ih  ravnih  odsekov, ki im ajo velikost, a so poljubno m ajhni. Kakršno koli 
odstopan je  od  krivine že določim o, zmeraj bom o našli dovolj razdrobljenega
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člana zaporedja, ki bo krivini bolj p o d o b en , ko t sm o določili, d a je  največje 
d opustno  odstopanje.

Z m etodo izčrpavanja lahko p rim erjam o  dolžine, površine ali vo lum ne 
ukrivljenih črt, površin ali teles z zaporedjem  včrtan ih  in  o črtan ih  ravnih  li­
kov. D a je  razm erje površine dveh krogov enako razm erju  kvadratov n ju n ih  
prem erov, lahko dokažem o tako, d a  k rogu včrtu jem o in o črtu jem o  pravilne 
m nogokotnike. V vsakem koraku podvojim o število stranic in  tako razliko 
m ed površino kroga in površino m nogoko tn ika  v vsakem k oraku  zm anjšam o 
za več ko t polovico. Kakršno koli še tako m ajhno  razliko m ed  površino kroga 
in površino m nogokotnika določim o, v ed n o jo  lahko z dodajan jem  novih stra­
nic presežem o.

Infinitezimalni račun

Če bi v zgodovini m atem atike iskali nekaj tem eljn ih  m ejnikov, ki so p o ­
m em bno  vplivali na  n jen razvoj, bi verje tno  zm agala nasledn ja trojica: Evkli- 
dova grška sinteza takratnega m atem atičnega znan ja (BOO pr. n. š .) , infin itezi­
m alni račun  in pojem  funkcije (okrog leta 1700) in pa  teorija  m nožic (konec 
19. sto leÿa). To so trije ključni dogodki, ki so zamajali sam e tem elje m atem a­
tične znanosti in pri vseh je  bil ključen spopad  z m atem atično  neskončnostjo , 
ki so jo  vedno uspeli nekako ukrotiti.

Grško krizo m atem atike je  povzročilo s e su je  p itagorejskega p ro g ram a 
identifikacije geom etrije (pojavni svet) in teorije števil (in teleg ib ilna bistva 
sveta). Pitagorejski program , po katerem  bi vso m atem atiko  (predvsem  geo­
m etrijo) prevedli n a  teorijo  števil ko t m nogoterosti eno t, je  p ro p ad el. P itago­
rejci so zgroženi spoznali, da lahko m ed razdaljam i v pravilnih likih najdem o 
tudi irac ionalna razm erja, ki niso razm eija  eno t. In teleg ib ilno  bistvo sveta 
torej ne m ore biti harm onija  celih števil ko t m nogoterosti eno t, č e je  v pojav­
nem  svetu (geom etrija) nekaj, kar se na to bistvo sveta ne da  zvesti. Grki so 
rešili problem  tako, da za osnovo niso vzeli števil ko t m nogo terosti eno t, am ­
pak m agnitude kot osnovne e lem ente geom etrije. Evklid je  za tem elj vzel m ag­
n itude (daljice) in  aritm etiko prevedel n a  geom etrijo , a tako izgubil abstrak t­
no m oč števila. Razm erja m ed m agnitudam i so sedaj lahko tud i neso izm erna 
(iracionalna), vendar so m ožna le m ed  m agn itudam i iste geom etrijske vrste. 
E no tnega polja števila, ki bi om ogočal un iverzalno  prim erjavo količin, tako 
ni bilo več .8

8 Podobno k o tje  eleatska kritika sesula hilozoistično fizikalno pojasnitev sveta, je  tudi 
pitagorejsko številsko harm onijo kozmosa povozilo odkritje iracionalnih razmerij, ki niso 
harm onična. Č eje bil pri fizikalnem pristopu problem , kako v osnovni elem ent, ozirom a
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Grki so p ro b lem  v teoriji z neskončnostjo  v iracionalnih  razm erjih  števil 
razrešili tako, da  so se oprli n a  jasno  in nazorno predstavljivo geom etrijo. 
Tako so lahko z analogijo  števil ko t daljic prišli v m atem atiki m nogo dlje kot 
bi zgolj s po jm om  števila ko t m nogoterosti enot. V endar so m orali plačati 
davek, saj tesna navezava teorije  na  konkre tno  geom etrijo  ni dopuščala, da bi 
lahko  govorili o npr. m agnitud i, ki ustreza razm erju intervala časa in interva­
la razdalje, ali p a  vo lum na in  površine telesa. M agnitude so bile le razm erja 
m ed  geom etrijsko (prestavljivo) istovrstnimi objekti.

V prvi polovici sedem najstega stoletja s e je  m atem atika, po  dolgem  ob­
dob ju  vegetiranja, spet zelo h itro  razvijala. T akratni m atem atiki so se ubadali 
predvsem  s p rob lem i študija krivulj in s poskusi m atem atizacije gibanja. Iskali 
so tangen te , površine in ekstrem e krivulj, reševali inverzni problem  tangente 
in  se ukvarjali s k inetičn im i problem i, kako iz enačbe, ki opisuje sprem injanje 
razdalje s časom  izračunati tren u tn o  h itrost in pospešek. O b reševanju teh 
problem ov so spo tom a iznašli veliko ad hoc novih praktičnih  m etod, ki danes 
spadajo v p odroč je  infin itezim alnega raču n a .9 Splošno teorijo  infinitezim al­
nega  raču n a  sta neodvisno d ru g  od d rugega razvila šele Newton in Leibniz, a 
kake bistveno večje eksaktnosti v sam o teorijo nista vnesla. Predvsem sta poe­
no tila  m noge že prej znane infinitezim alne m etode in pokazala, da vsi ti p rob ­
lem i tem eljijo  n a  eni in isti m atem atičn i osnovi novega računa, ki se ukvarja z 
neskončno  m ajhn im i količinam i ( infinitezimali).

New ton je  svojo verzijo m etode  o računanju  s fluksijami in  fiuen ti10 razvil

v to, kar obstaja, ki je  Eno, uvesti raznolikost, mnoštvo, je  pri pitagorejskem pristopu 
problem , da mnoštvo števil ne pokrije vsega mnoštva v svetu. Ce je  pri fizikalistih prob­
lem, kako priti od enega do mnoštva, je  pri pitagorejcih problem , kako shajati zgolj z eno 
vrsto mnoštva. V svetuje , kot kaže, še neko drugo mnoštvo, ki ni aritmetično.

A ritm etično mnoštvo je  mnoštvo dodajanja enot. Števila so množice razločljivih enot, 
ki jih  lahko štejemo. Vse kar lahko preštejem o je  števno mnoštvo. Ampak vsega v svetu ne 
m orem o prešteti. Atomizem je  neke vrste pitagorejski pristop k zgradbi sveta znotraj fizi­
kalne perspektive. Pri atom izm u so enote materije ločene s praznino, zato jih  lahko šteje­
mo. A ritm etična m nogoterost je  v svetu atomov edina m nogoterost.

9 Gilles Persone de Roberval (1602-75) in Evangelista Torricelli neodvisno iznajdeta 
kinem atično m etodo za določanje tangent: krivulja naj bo generirana preko dveh znanih 
neodvisnih gibanj. T angento  lahko določita preko paralelogram a hitrosti obeh gibanj. 
Pierre Ferm at odkrije univerzalno m etodo iskanja ekstremov krivulj, ki praktično deluje, 
a form alno ni povsem dokazana. Galileo Galilei načrtuje knjigo o nedeljivih enotah  ( indi­
visibles), a je  nikoli ne dokonča, vendar svoje ideje prenese na učenca Bonaventure Cava- 
lierija (1598-1647), ki o tej tem i napiše knjigo Geometria indivisibilibus, v kateri površino 
obravnava kot sestavljeno iz nedoločenega števila vzporednih daljic, volumen pa iz nedo­
ločenega števila vzporednih ravnih ploskev. Descartes iznajde analitično geometrijo, s 
pom očjo katere lahko geom etrijske problem e prevede na algebraične.

10 Newton obravnava »fluent« (tek) in »fluksijo« (hitrost teka) kot spremenljivki anali­
tične geom etrije, ki se s časom sprem injata. Fluksija opisuje mero sprem injanja (odvod) 
fluenta.
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že v letih 1664-1666, ko se je  p red  kugo za nekaj let um aknil iz C am bridgea v 
dom ači W oolsthrope, vendar je  še dolgo zatem  ni objavil. Leibniz je  n a  idejo 
d iferencialnega računa prišel šele desetle tje  za N ew tonom  leta  1675. Svoja 
spoznanja j e  v obliki dveh člankov objavil v reviji Acta eruditorum (1684 in 
1686), a sta ostala nekaj let skoraj neopažena . Sele b ra ta  Jaco b  in Jo h a n n  
B ernoulli sta po dolgem  študiju le ta  1690 prišla L eibnizovim a člankom a do 
dna in  m enila, da novo računsko m eto d o  k ončno  razum eta. L eta 1696j  e izšel 
že prvi učbenik  infinitezim alne m atem atike Analyse des infiniment petits, ki ga 
je  pod svojim im enom  izdal G uillaum e F. A. l'H ôpital, čep rav je  bil sestavljen 
predvsem  iz zapiskov zasebnih učn ih  ur, ki j ih  je  v zgodnjih  1690-ih poslušal 
p ri Jo h a n n u  Bernoulliju. Prej dokaj slabo povezane m etode  raču n an ja  z infi­
nitezim ali, j e  v ure jeno  celoto spravil šele L eo n h a rd  E u le r . 11

Težave računanja z infinitezimali

Kaj je  torej tem eljna težava infin itezim alnega računa? Poglejm o si naj­
bolj p rep ro st p rim er, ki ga predstavlja en ak o m ern o  pospešeno  g ibanje (npr. 
padanje kam na v vakuum u) in na k o n k re tn ih  težavah spoznajm o prob lem e, s 
katerim i se srečam o, če računam o s pom očjo  infin itezim aln ih  količin. Razda­
lja, k ijo  p repo tu je  prosto padajoč k a m e n je  so razm erna  kvadratu  časa, ki ga 
kam en porabi za padanje:

x(t) = <>
Zanim a nas, kako se s časom sprem in ja  h itro st k am n a v p rim eru , d a  za 

prepotovano razdaljo velja zgornja enačba. H itro s tje  d efin iran a  ko t razm eije  
m ed intervalom  razdalje in intervalom  časa: kolikšno razdaljo p rep o tu je  ka­
m en v določenem  času:

_ x(t2) - x ( t {)
V,] — t  

2 *1

V dveh trenu tk ih  izm erim o p repo tovan i razdalji kam na x(tj} in  x(tj) in 
izračunam o povprečno hitrost, ki jo  je  im el kam en m ed  tren u tk o m a tI in  t2. 
V endar smo tako določili le povprečno h itro st na  do ločenem  časovnem  in te r­
valu. Nas pa  zanim a h itrost v posam eznem  tren u tk u , ne  le p o vprečna h itrost 
na določenem  intervalu m ed tren u tk o m a t> in  t2. Radi pa  bi poznali h itrost, ki 
ni povprečje na nekem  intervalu časa, am p ak je  tre n u tn a  h itro st v točno  dolo­
čenem  trenutku . Do tren u tn e  h itrosti lahko  p rid em o  le tako, da  interval, v 
katerem  računam o povprečno h itrost, zm anjšam o do  m in im um a. Id ea ln o  bi 
bilo, če bi ga lahko zmanjšali kar n a  točko, k i je  brez razsežnosti. V endar bi

11 Klasična zgodovina infinitezimalnega računa je  knjiga: Carl B. Boyer, The History of 
the Calculus and Its Conceptual Development, Dover, 1949.
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tako izgubili sam interval, ki p a  ga potrebujem o, saj nastopa v sami definiciji 
h itrosti (h itro s tje  razm erje  in tervala razdalje proti intervalu časa).

T em eljna  ideja  in fin itezim alnega raču n a je  proces limite. Problem  rešuje 
tako, da  vzame najprej nek  končno  velik interval in zanj izračuna vrednost 
izraza, po tem  p a  ta interval p o stopno  zm anjšuje in opazuje, kako se sprem i­
nja v rednost izraza. Če se v rednost z m anjšanjem  intervala približuje eni in 
isti v rednosti, p o tem  privzam e, da  bi bila vrednost izraza, če bi interval zmanj­
šali do  točke, kar enaka  vrednosti, kateri se izraz približuje z m anjšanjem  in­
tervala. Poglejm o si to n a  našem  konkretnem  prim eru. D oločim o, da želimo 
vedeti, kakšna je  tre n u tn a  h itro st padajočega kam na v času t. Za interval vza­
m em o tren u tk a  t in t+ dt: 

t2=t + dt 
t,=t
K er poznam o en ačb o  sp rem in jan ja razdalje padajočega kam na s časom: 

x(t) = t2, lahko vrednosti iz en ačb e  vstavimo v definicijo hitrosti:

xJty x {h)-x(t t) _ x{t + dt)-x(t) (t + d t f - t 2 

t2 -r, dt dt
Izraz n a to  m alo p reu red im o :
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_ t2 + 2t-dt + dt2 - 12 
~ dt 
_ 2t-dt + dt2 

dt

=  (2t+dt)xj t

Dobili sm o enačbo  za tre n u tn o  h itrost v odvisnosti od  časa v(t) za prim er 
en ak o m ern o  pospešenega gibanja. Ključno vprašanje sedaj je , kaj storiti z in­
tervalom  dt, ki še nasto p a  v enačbi? Zanim a nas tren u tn a  h itro st v času t, zato 
želim o, d a je  izraz dt čim  m anjši. Najraje bi videli, če velikosti sploh ne bi imel, 
saj tako h itro st ne bi bila več povprečje na  nekem  končno velikem intervalu 
dt, am pak  h itro st v sam em  tren u tk u  t. V endar vrednosti za dt ne  m orem o kar 
p rep ro s to  postaviti n a  0, saj bi zašli v težave. Poglejm o zakaj?

V p rim eru , d a  bi postavili v rednost za dt = 0, bi imel zgornji izraz za tre­
n u tn o  h itro st nasledn jo  obliko:

v(r) = ( 2 r + 0 ) x ^

»Izumitelji« in fin itezim alnega računa so ničle v zgornjem  izrazu p rep ro ­
sto okrajšali in ostala jim  je  naslednja form ula za tren u tn o  hitrost:

v ( 0  = 2,
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k ije  sicer res »prava«, a krajšanje n ičel v zgornjem  izrazu je  p o p o ln o m a 
skregano z osnovnim i pravili m atem atike. Če dopustim o, d a je  v rednost izra­
za ^ = 1, kar smo storili v zadnjem  koraku, po tem  m atem atika n e  delu je več, 
saj lahko iz njega izpeljem o povsem ab su rd n e  rezultate . Poglejm o p rep ro st 
prim er:

0 =  0 

2x0 = 3x0 
2x0 _ 3x0
“ o Г

2x— = 3x—
0  0

2x1 = 3x1
2 = 3

Iz predpostavke, d a je  ^ = i , smo izpeljali, d a je  2 = 3, kar lahko p o m en i le, 
da nekaj z našim  osnovni izrazom ni v re d u . 12

V rednosti intervala dt torej n ikakor ne m o rem o  postaviti n a  nič, saj to 
vodi v nesmisel. Interval dt m ora biti večji od  nič, da  lahko ulom ek okrajša­
mo:

— = 1, dt > 0 
dt

— = nedoločeno, dt = 0 
dt

V endar nastopi v izrazu za tren u tn o  h itro st težava, ko privzam em o, d a je  
dt> 0 , saj sedaj ne m orem o intervala dt zanem ariti v prvem  delu  izraza, k o je  
dodan  vrednosti tren u tn e  h itrosti . 13

T em eljna težava infin itezim alnega ra č u n a je  torej, da  so n ek a te re  količi­
ne (infinitezim alne količine ali infinitezim ali) lahko  v istem  izrazu en k ra t za­
nemarljivi, torej lahko njihovo vrednost postavim o na nič, d rug ič  p a je  vse 
narobe, če njihovo vrednost postavim o n a  n ič . 14

»Priročno je  imeti neskončno m ajhne količine za upoštevanja vredne, 
ko iščemo njihova razmerja, in zavržemojih lahko vedno, ko se nahajajo 
zraven zanje neprim erno večjih količin. Tako lahko d xv  izrazu x + dx

12 Zanimivo je, daje  L. Euler razumel infinitezim alni račun prav kot m etodo določanja 
vrednosti izrazu i .

13 Kako je  iznajdba infinitezimalnega računa neposredno  vplivala na znanost o gibanju, 
opisuje Michel Blay v knjigi La naissance de la mécanique analytique, PUF, Pariz 992.

14 Integriranje je  postopek, ko površino razdelim o na infinitezim alne dele in jih  sešte­
jem o. Vsota skoraj neskončno skoraj niča je  lahko nekaj končnega. Pri odvajanju gleda­
mo koeficient dveh infinitezimalno m ajhnih količin. Skoraj nič delim o s skoraj ničem  in 
lahko dobim o nekaj končnega.
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zavržemo. V endar je  drugače, če iščemo razmerje m ed x + dx in x. Po­
dobno izraza x dx in dx dx ne m oreta stati skupaj. « 15

V prvem  učb en ik u  d iferencialnega računa je  bila u p o rab a  infinitezima- 
lov še bolj nejasno  defin irana:

»Postulat I: Dve količini, ki se razlikujeta le za neskončno majhni del, 
lahko pri uporabi m edsebojno zamenjujemo oziroma imamo lahko ko­
ličino, ki se poveča ali zmanjša za neskončno majhni del, za nespreme­
n jeno . « 16

T ud i sam Leibniz je  v m nog ih  pism ih pojasnjeval naravo infm itezim ala 
in tako prepričeval kolege, d a je  upo rab a  neskončno m ajhnih  količin smisel­
na:

»Neskončno m ajhno ni preprosto absolutni nič, ampak relativni nič ozi­
rom a izginjajoča količina, ki še ohranja karakter tega, kar izginja.« 17

M orda najbolj znano  kritiko infinitezim alnega računa je  leta 1734 spisal 
G eorge Berkeley in  začel dolgo trajajočo debato  o trdnosti osnov infinitezi­
m alnega računa. V spisu The A nalistje  povzel takratno  znanje o infinitezima- 
lih in pokazal n a  nejasnosti in  nedoslednosti pri njihovi uporabi. Sprašuje se 
po  naravi infin itezim alov in  stopnji njihove realnosti:

»In kaj so te fluksije? Hitrosti izginjajočih prirastkov? In kaj so sami ti 
izginjajoči prirastki? Niso ne končne količine, ne neskončno majhne 
količine, a tudi nič ne. A lijih  ne bi raje imenovali duhovi umrlih koli­
čin? « 18

Č eprav so rezultati, do  katerih  pride infinitezim alni račun , m orda pravi, 
pa  m eto d a  po  Berkelyjevem  m n en ju  vsekakor ni dobro osnovana:

»Če bi napravil zgolj eno napako, ne bi prišel do resnične rešitve prob­
lema. Ob dvojni napaki pa lahko prideš do resnice, čeprav ne do znano­
sti. « 19

15 Leibniz v pism u Wallisu 30. m arca 1690; Math. Schriften, 4, 63. Citirano po Morris 
Kline, Mathematical Thoughts from Ancient to Modem Times, vol. I, O xford University Press, 
1974, str. 384.

16 l'Hospital: Analyse des infiniment petis. Citirano po C. Houzel et. al.: Philosophie et calcul 
de l'infini, François M aspero, Pariz 1976, str. 212.

17 Leibniz v pism u Guidu Grandiju; Math. Schriften, 4, 218. Citirano po Morris Kline, 
Mathematical Thoughts from Ancient to Modem Times, vol. I, Oxford University Press, 1974, 
str. 387.

18 George Berkeley, The Analyst, par. 35. Citirano po zborniku From Kant to Hilbert, vol. 
I, str. 81.

19 G eorge Berkeley, The Analyst, par. 22. Citirano po zborniku From Kant to Hilbert, vol. 
I, str. 72.
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Novoveška kriza m atem atike s e je  pojavila, ko so m atem atik i spoznali, da 
je  jezik  za opis naravnega gibanja (m atem atična fizika) novi in fin itezim alni 
račun, ki pa ga takrat (še) niso zna lijasno  form ulira ti. R ačun j e  n am reč  tem e­
ljil na skrivnostnih neskončno m ajhn ih  ko ličinah ( infinitezimali), ki so im eli 
neko razsežnost, a ta je  bila neskončno  m ajhna. Če so se Grki p ri sp o p ad u  z 
iracionalnim i razm erji lahko iz golega m išljenja zatekli n a  p om oč k nazorn i 
geom etrijski predstavi, to pri p ro b lem u  z infin itezim ali ni bilo  več m ogoče. 
Infinitezim alovsi ni m ogoče geom etrijsko predstavljati, v endar bi to m atem a­
tiki še nekako sprejeli, če tudi pri sam em  form alizm u ne bi bilo težav. Infini- 
tezimale lahko nam reč nekje v raču n u  zanem arim o, d rug je  p a je  n jihova veli­
kost ključnega pom ena. Zakaj je  tako, pa tak ra t zares ni vedel n ihče. T em elj­
ni p rob lem  m atem atike v osem najstem  sto letju  je  bil torej: kako postaviti infi­
nitezim alni račun na  trdne tem elje. Ker ti tem eljn i ne m orejo  biti n azo rn o  
geom etrijski,je  torej gotovost p o treb n o  najti v form alizm u. U p o rab a  infinite- 
zimalov m ora im eti natančna pravila, ki so m edsebo jno  k o n sis ten tn a . 20

Bistven m ejnik v reševanju osnov in fin itezim anega ra č u n a je  predstavlja­
la vpeljava pojm a lim ite21 in p reh o d  od  m atem atike  sprem enljiv ih  količin  in 
njihovih infinitezim alnih delov, k m atem atičn im  funkcijam  ko t ob jektom , s 
katerim i se ukvarja infinitezim alni račun . S tem  p re h o d o m  so se m atem atik i 
uspeli izogniti m nogim  težavam z infinitezim ali in uspeli zgraditi trd n e  osno­
ve za infinitezim alno m atem atiko in  tako p o sred n o  tudi za vso m o d ern o  fizi­
ko.

***

Čeprav se je  m orala m atem atika d istancirati tako od  naivnega pitagorejs- 
tva, k i je  števila videl em pirično v svetu (grška m atem atičn a  revolucija), kot 
tudi od  intuicije, k ije  m atem atiko razum ela k o t »odraz s tru k tu re  m išljenja« 
(novoveška m atem atična revolucija), težavam povezanim  s aporijam i kon ti­
nuum a, ni m ogla uiti. Celo več, te težave so bile ves čas v je d ru  n jen e  p ro b le ­
matike. V endar je  m atem atika, neizogibnim  težavam navkljub, uspela razviti

20 Tretja velika kriza v zgodovini m atem atike nastopi ob koncu devetnajstega stoletja, 
ko tudi konsistentnost kot kriterij za dobro  osnovanost teorije ni več zanesljiva (Russell 
sesuje Fregeja, Gödel sesuje Hilberta; paradoksi teorije m nožic).

21 Problem atično končno vrednost (limito) mislimo kot tisto, kam or se zaporedje ste­
ka, čeprav zares tja nikoli ne pride. L im itaje defin irana kot stekališče zaporedja. Točka a 
je  limita zaporedja, če v vsaki njeni okolici ležijo skoraj vsi členi zaporedja (zunaj j ih  je  le 
končno m nogo). Na problem atično m esto postavimo nadom estek (lim ito), ki se prilega 
sosedom, sam pa ni proizveden na enak način. Ko na nekem  m estu m etoda odpove, po­
gledamo kakšne rezultate daje m etoda za vrednosti v bližini in iz njih določimo, kaj bi 
nam ustrezalo, da bi m etoda dala kot rezultat na mestu, kjer sama m etoda nim a rezulta­
tov. Če nam  katera vrednost ustreza, potem  določim o to kot lim ito m etode na tem mestu. 
L im itaje kot slika, k ijo  obesimo na luknjo v steni. Tako vse izgleda lepo, a za sliko je  še 
vedno luknja.
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m eto d o  raču n an ja  z infinitezim ali, ki deluje. M atem atika paradoksa konti­
n u u m a  sicer ni razrešila, g a je  pa uspela m atem atizirati.
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